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关于亚纯函数分担不动点的唯一性
!

吴! 春
（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 %###%B）

摘要：研究了关于亚纯函数的微分多项式分担不动点的唯一性问题，得到了：若 !，"为非常数的亚纯函数，#（ C %$ D

""）的正整数，如果 ! #（ ! $ E F）! %与 "#（"$ E F）"%GH 分担 &，则 !""，或 "$ I $ D # D F
# D F

F E ’# D F

F E ’# D $ D F，!
$ I $ D # D F

# D F ·

（F E ’# D F）’$

F E ’# D $ D F（其中 ’（ &）为非常数的亚纯函数）。若 !，"为非常数的整函数，#（ C %$ D FF）的正整数，如果 ! #（ ! $ E

F）! %与 "#（"$ E F）"%GH分担 &，则 !""；此外，还获得了一个更一般的结果。
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F 预备知识
在一些已有结果［F(N］的基础上，本文对亚纯函数的微分多项式分担不动点的唯一性问题进行研究。设 !

和 "为复平面 )上的亚纯函数，*为任意复数，再设 !（ &）+ *的零点为 &#（# , F，"，⋯）。如果 &#（# , F，"，⋯）
也是 "（ &）+ *的零点（不计重级），则记为 ! , *#" , *。如果 ! , *#" , *，" , *#! , *，则记为 ! , *$
" , *且称 !和 "GH分担 *（不计重级）。如果 !（ &）, &，则称 &为 !（ &）的不动点。特别地，如果 ! , &%" , &，
则称 !与 "2H分担不动点；如果 ! , &$" , &，则称 !与 "GH分担不动点。
定理 F［F］! 设 !，"为非常数的亚纯函数，#& FF为一正整数，且 *’ ) +｛#｝。如果 ! # ! %与 "#"%2H分担

*，则或者 ! , -"，其中 -是常数且有 -#.F , F；或者 "（ &）, /F ;
/&，!（ &）, /" ;

+/&，其中 /，/F，/" 为常数，且满足
（/F/"）

#.F/" , + *"。

定理 "［"］! 设 !，"为非常数的亚纯函数，#& "*为一正整数，且 *’ ) +｛#｝。如果 ! # ! %与 "#"%GH分担
*，则或者 ! , -"，其中 -是常数且有 -#.F , F；或者 "（ &）, /F ;

/&，!（ &）, /" ;
+/&，其中 /，/F，/" 为常数，且满足

（/F/"）
#.F/" , + *"。

定理 M［M］! 设 !，"为超越整函数，#&FF为一正整数。如果 ! #（! + F）! %与 "#（" + F）"%2H分担F，则 !" "。
定理 %［%］! 设 !，"为非常数的整函数，#& FB为一正整数。如果 ! #（ ! + F）! %与 "#（" + F）"%GH分担 F，则

!" "。

" 引理

引理 F［K］! 设 !为非常数的亚纯函数，令 0（ !）,
(

#

1 , #
*1!

1

(
$

2 , #
32 !

2

，其中(
#

1 , #
*1!

1与(
$

2 , #
32 !

2是两个互质的常系数多

项式，且 *# ) #，3$ ) #，则 4（ 5，0（ !））, 8/O｛#，$｝4（ 5，!）. 6（ 5，!）。
引理 "! 设 !，"为非常数的亚纯函数，# 7 *为正整数，!（&）为解析函数，且满足 !（&）, 8（4（5，!），4（5，"）），

令 9 , ! #（! $ + F）! %，: , "#（"$ + F）"%，如果 9，:GH分担 !（&），则 6（5，!）, 6（5，"）, 6（5，9）, 6（5，:）。
证明 ! 由引理 F，知
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!（ "，#）* !（ "，$ %（ $ & ’ !））( !（ "，$ )）*（& ( % ( "）!（ "，$）( *（ "，$） （!）
又 （& ( %）!（ "，$）+ !（ "，$ %（ $ & ’ !））* !（ "，$ %（ $ & ’ !）$ )）( !（ "，$ )）( ,（!）*

!（ "，#）( "!（ "，$）( *（ "，$）
即 !（ "，#）&（& ( % ’ "）!（ "，$）( *（ "，$） （"）
由（!）、（"）式知 *（ "，#）+ *（ "，$）。
同理 !（ "，-）*（& ( % ( "）!（ "，.）( *（ "，.） （#）

!（ "，-）&（& ( % ’ "）!（ "，.）( *（ "，.） （$）
由（#）、（$）式知 *（ "，-）+ *（ "，.）。

由第二基本定理，有 % % !（ "，#）* /
—
（ "，#）( /

—
（ "，!#）( /

—
（ "， !

# ’ !
）( *（ "，#）*

/
—
（ "，$）( /

—
（ "，!$ ）( /

—
（ "， !

$ & ’ !
）( /
—
（ "，!$ )）( /（ "， !

- ’ !
）( *（ "，$）*

（& ( $）!（ "，$）( !（ "，-）( *（ "，$） （&）
因为 !（ "，-）* !（ "，.%（.& ’ !））( !（ "，.)）*（& ( % ( "）!（ "，.）( *（ "，.） （’）
所以，由（"）、（&）、（’）式知 % % %（% ’ ’）!（ "，$）*（& ( % ( "）!（ "，.）( *（ "，$）( *（ "，.）
同理 （% ’ ’）!（ "，.）*（& ( % ( "）!（ "，$）( *（ "，$）( *（ "，.）

因为 % 0 ’，所以 *（ "，$）+ *（ "，.）。 证毕

引理 #［’］% 设 $，.为非常数的亚纯函数，如果 $与 .()分担 !，则必发生下列情况之一

!）!（"，$）( !（"，.）* "［/"（"，$）( /"（"，.）( /"（"，
!
$ ）( /"（"，

!
.）］( #/

—

1（"，
!

$ ’ !）( #/
—

1（"，
!

. ’ !）(

*（ "，$）( *（ "，.）；

"）$ +（2 ( !）. (（3 ’ 2 ’ !）
2. (（3 ’ 2） ，3（) *），2为二非零常数。

引理 $［+］% 设 $为非常数的亚纯函数，4为一正整数，则 /（ "，!
$（4）
）* /（ "，!$ ）( 4/

—
（ "，$）( *（ "，$）。

引理 &% 设 $，. 为非常数的亚纯函数，%（& & ( !*）为一正整数，令 # + $ %（ $ & ’ !）$ )
5 ，- +

.%（.& ’ !）.)
5 ，如果 # +（2 ( !）- (（3 ’ 2 ’ !）

2- (（3 ’ 2） ，3（) *），2为二非零常数 （+）

则 $" .或 .& + & ( % ( !
% ( !

! ’ 6%(!

! ’ 6%(&(!，$
& + & ( % ( !

% ( !
（! ’ 6%(!）6&

! ’ 6%(&(! ，其中 6（ 5）为非常数的亚纯函数。

证明 % 令 #! + !
& ( % ( !$

&(%(! ’ !
% ( !$

%(!，-! + !
& ( % ( !.

&(%(! ’ !
% ( !.

%(! （,）

则由引理 !，知 !（ "，#!）+（& ( % ( !）!（ "，$）( *（ "，$） （-）
!（ "，-!）+（& ( % ( !）!（ "，.）( *（ "，.） （!*）

由引理 " 可知，*（ "，$）+ *（ "，.）。不失一般性，假设 !（ "，$）* !（ "，.），以下分 # 种情况讨论。

!）2) *，’ !，若 3 ’ 2 ’ !) *，由（+）式知 /
— "， !

- ( 3 ’ 2 ’ !
2 (



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

!
+ /
—

"，!( )#
，则由第二基本定理和引理

$，有 !（"，-）* /
—
（"，-）( /

—

"，!( )-
( /
— "， !

- ( 3 ’ 2 ’ !
2 (



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

!
( *（"，-）+ /

—
（"，-）( /

—

"，!( )-
( /
—

"，!( )#
( *（"，.）*

/
—
（ "，.）( /

—

"，!( ).
( /
—

"， !
.& ’( )! ( / "，!( ).)

( /
—

"，!( )$
( /
—

"， !
$ & ’( )! ( / "，!( )$ )

( *（ "，.）*

（& ( $）!（ "，.）(（& ( #）!（ "，$）( *（ "，.）*（"& ( +）!（ "，.）( *（ "，.）
又由（$）式知，（% ’ & ’ -）!（ "，.）* *（ "，.）。由 %& & ( !*，得到矛盾。
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若 ! " # " ! $ "，则（#）式变成 % $（# & !）’
#’ & ! ，显然 (

— )， !

’ & !






#
$ (
—
（ )，%），则由第二基本定理和引理

$，有 % *（)，’）* (
—
（)，’）& (

—

)，!( )’
& (
— )， !

’ & !






#
& +（)，’）$ (

—
（)，’）& (

—

)，!( )’
& (
—
（)，%）& +（)，,）*

(
—
（ )，,）& (

—

)，!( ),
& (
—

)， !
,- "( )! & ( )，!( ),.

& (
—
（ )，/）& +（ )，,）*

（- & $）*（ )，,）& *（ )，/）& +（ )，,）*（- & &）*（ )，,）& +（ )，,）
又由（$）式知（0 " #）*（ )，,）* +（ )，,）。由 0& - & !"，得到矛盾。

’）# $ " !，则（#）式变为 % $ !
（! & !）" ’。

若 ! & ! ) "，则 (
—

)， !
’ "（! & !( )） $ (

—
（ )，%），运用与情况 !）相同的方法可得到矛盾。

若 ! & ! $ "，则 %’" !，即
/ 0（ / - " !）/ .,0（,- " !）,." 1’ （!!）

设 1"（) "，(）为 /的 2重零点，由（!!）式知 1" 为 , 的极点。现设 1" 为 , 的 3 重极点，则由（!!）式知

02 & 2 " ! $ 03 & -3 & 3 & !，即（0 & !）（2 " 3）$ -3 & ’，则（2 " 3）&!，-3 & ’& 0 & !，所以 2&- & 0 " !
- 。

设 1"（) "，(）为 / " !的 2! 重零点，则 1! 也为 / - " !的 2! 重零点。由（!!）式知，1! 为 ,的极点。现设 1!
为 ,的 3! 重极点，则由（!!）式知 2! & 2! " ! $ 03! & -3! & 3! & !，即 ’2! " ’ $（- & 0 & !）3!，则 ’2! "

’ & - &0 & !。所以 2! &
- & 0 & )

’ 。

设 1’（) "，(）为 / .的 2’重零点，且不为 /（ / " !）的零点，则同理可得 2’&- & 0 & ’。运用相同的方法，
同样可得到关于 ,（, " !）,.的零点的个数。
设 1)（) "，(）为 / .的极点，于是由（!!）式知，1) 为 ,（, " !）,.的零点。因此

(
—
（ )，/）* (

—

)，!( ),
& (
—

)， !
, "( )! & (

—

)，!( ),.
4

-
’- & *( )，!( ),

& !
- & +( )， !

, "( )! & !
’- & !!( )，!( ),.

4

-
’- & *( )，!( ),

& !
- & $( )， !

, "( )! & !
’- & *( )，!( ),.

$ - & $
’- & **（ )，,）& +（ )，,） （!’）

由第二基本定理与（!’）式知

% *（ )，/）* (
—

)，!( )/
& (
—

)， !
/ "( )! & (

—
（ )，/）& +（ )，/）4 - & ’

’- & **（ )，/）&
- & $
’- & **（ )，,）& +（ )，/） （!)）

同理 *（ )，,）4 - & ’
’- & **（ )，,）&

- & $
’- & **（ )，/）& +（ )，,） （!$）

从（!)）、（!$）式知 !
- & $*（ )，/）&

!
- & $*（ )，,）4 +（ )，/）& +（ )，,），得到矛盾。

)）# $ "，则由（#）式得到 % $ ’ &（! " !）
! 。

若 ! " ! ) "，则 (
—

)， !
’ &（! " !( )） $ (

—
（ )，%），运用与情况 !）相同的方法可得到矛盾。

若 ! " ! $ "，则 %" ’，即 %! " ’! & 5（5为常数）。所以
*（ )，/）$ *（ )，,）& +（ )，/） （!&）

若 5) "，由第二基本定理结合（*）、（,）及（!&）式知

（- & 0 & !）*（ )，,）$ *（ )，’!）4 (
—

)，!’( )
!

& (
—

)， !
’!

( )& 5
& (
—
（ )，’!）& +（ )，,）*
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!
—

"，!( )#
$ !
— "， !

#% & % $ ’ $ !
’ $







!
$ !
—
（ "，#）$ !

—

"，!( )(
$ !
— "， !

( % & ’ $ % $ !
’ $







!
$ )（ "，(）*

（"% $ #）*（ "，(）$ )（ "，#）
于是由 ’& % $ !$ 结合（!%）式得到矛盾。
所以 + , $，即 -! " .!。也就是

( ’$! !
% $ ’ $ !(

% & !
’ $( )! , #’$! !

% $ ’ $ !#
% & !

’ $( )!
（!&）

令 / , (
#，若 /" !，则 (" #；若 /+ !，由（!&）式可得

#% , % $ ’ $ !
’ $ ! ·

! & /’$!

! & /%$’$!，(
% , % $ ’ $ !

’ $ ! ·
（! & /’$!）/%

! & /%$’$! 证毕

# 主要结论及证明
本文针对定理 ! 0 ’ 的情况，将其推广到了分担不动点的情形，得到了如下结果。
定理 %( 设 (，#为非常数的亚纯函数，’（ 1 ’% $ ""）的正整数，如果 ( ’（ ( % & !）( 2与 #’（#% & !）#2)*分

担 3，则 (" #，或 #% , % $ ’ $ !
’ $ !

! & /’$!

! & /%$’$!，(
% , % $ ’ $ !

’ $ !
（! & /’$!）/%

! & /%$’$!

其中 /（ 3）为非常数的亚纯函数。
证明 ( 由引理 "知 )（ "，(）, )（ "，#）。设 -，.，-!，.!如引理 %所定义，于是由定理"条件知 -，.)*分担

!。因为（-!）2 , -·3，于是

% "，!-( )
!
* % "，!( )3-

$ )（ "，(）* % "，!( )-
$ +,- " $ )（ "，(）

所以由第一基本定理，有

*（ "，-!）, * "，!-( )
!

$ )（ "，(）, % "，!-( )
!

$ ! "，!-( )
!

$ )（ "，(）* % "，!( )-
$ ! "，!( )-

$

! "，!-( )
!

& !（ "，!-）$ +,- " $ )（ "，(）, *（ "，!-）$ ! "，!-( )
!

& ! "，!( )-
$ +,- " $ )（ "，(）,

*（ "，-）$ ! "，!-( )
!

& ! "，!( )-
$ +,- " $ 4（!）$ )（ "，(） （!.）

因为 ! "，!-( )
!

,（’ $ !）! "，!( )(
$ ! "， !

( % & % $ ’ $ !
’ $







!

（!/）

! "，!( )-
, ’·! "，!( )(

$ ! "， !
( % &( )!

$ ! "，!( )( 2
（!0）

所以从（!.）0（!0）式知

*（"，-!）* *（"，-）$ ! "，!( )(
$ ! "， !

( % & % $ ’ $ !
’ $







!
$ +,- " & ! "， !

( % &( )! & ! "，!( )( 2
$ )（"，(） （"$）

同理

( *（"，.!）* *（"，.）$ ! "，!( )#
$ ! "， !

#% & % $ ’ $ !
’ $







!
$ +,- " & ! "， !

#% &( )! & ! "，!( )#2
$ )（"，#） （"!）

因为 !
—

5 "， !
- &( )! * ! "，-( )-2

* * "，-( )-2
$ )（ "，(）, ! "，-2( )-

$ )（ "，(）*

!
—
（ "，-）$ !

—

"，!( )-
$ )（ "，(）* !

—
（ "，(）$ ! "，!( )(

$ ! "， !
( % &( )! $ ! "，!( )( 2

$ )（ "，(） （""）
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同理 !
—

" #， !
$ %( )! * !

—
（ #，&）’ ! #，!( )&

’ ! #， !
&( %( )! ’ ! #，!( )&)

’ *（ #，&） （"#）

又 !" #，!( )+
’ !"（ #，+）* "!

—

#，!( ),
’ !
—

#， !
, ( %( )! ’ ! #，!( ), )

’ "!
—
（ #，,） （"$）

!" #，!( )$
’ !"（ #，$）* "!

—

#，!( )&
’ !
—

#， !
&( %( )! ’ ! #，!( )&)

’ "!
—
（ #，&） （"%）

由引理 #，假设 & & -（ #，+）’ -（ #，$）* " !"（ #，+）’ !"（ #，$）’ !" #，!( )+
’ !" #，!( )[ ]$

’

#!
—

" #， !
+ %( )! ’ #!

—

" #， !
$ %( )! ’ *（ #，,）’ *（ #，&） （"’）

则由（""）.（"’）式结合（"(）、（"!）式知
-（ #，+!）’ -（ #，$!）*（%( ’ "#）-（ #，,）’（%( ’ "#）-（ #，&）’ *（ #，,）’ *（ #，&） （")）

于是从（*）、（!(）及（")）式知
（/ % $( % ""）-（ #，,）’（/ % $( % ""）-（ #，&）* *（ #，&）’ *（ #，&）

但由 / 0 $( ’ ""，即可得到矛盾。

所以由引理 # 知 + 1（2 ’ !）$ ’（3 % 2 % !）
2$ ’（3 % 2） ，3（) (），2为二非零常数

再由引理 %，知 ," &或 &( 1 ( ’ / ’ !
/ ’ !

! % 4/’!

! % 4/’(’!，,
( 1 ( ’ / ’ !

/ ’ !
（! % 4/’!）4(

! % 4/’(’! 。 证毕

推论 & 设 ,，&为非常数的整函数，/（ 0 $( ’ !!）的正整数，如果 , /（ , ( % !）, )与 &/（&( % !）&)+,分担
5，则 ," &。
证明 & 因为 ,，&为整函数，所以

!（ #，,）1 !（ #，&）1 (，-./ # 1 6｛-（ #，,），-（ #，&）｝

且 ! #，!( ), )
* ! #，!( ),

’ *（ #，,）* -（ #，,）’ *（ #，,）

由引理 " 知，*（ #，,）1 *（ #，&）。设 +，$，+!，$! 如引理 % 所定义，因为

!
—

" #， !
+ %( )! * ! #，+( )+)

* - #，+( )+)
’ ’ *（ #，,）1 ! #，+)( )+

’ *（ #，,）* !
—

#，!( )+
’ *（ #，,）*

! #，!( ),
’ ! #， !

, ( %( )! ’ ! #，!( ), )
’ *（ #，,） （"0）

同理 !
—

" #， !
$ %( )! * ! #，!( )&

’ ! #， !
&( %( )! ’ !（ #，!&)）’ *（ #，&） （"*）

因为 +，$+,分担 !，则由引理 #，假设

& -（#，+）’ -（#，$）* " !" #，!( )+
’ !" #，!( )[ ]+

’ #!
—

" #， !
+ %( )! ’ #!

—

" #， !
$ %( )! ’ *（#，,）’ *（#，&） （#(）

则由（"$）、（"%）及（"0）.（#(）式结合（"(）、（"!）式知
-（ #，+!）’ -（ #，$!）*（%( ’ !"）-（ #，,）’（%( ’ !"）-（ #，&）’ *（ #，,）’ *（ #，&） （#!）

于是从（*）、（!(）及（#!）式知
（/ % $( % !!）-（ #，,）’（/ % $( % !!）-（ #，&）* *（ #，&）’ *（ #，&）

但由 / 0 $( ’ !!，即可得到矛盾。

所以由引理 # 知 + 1（2 ’ !）$ ’（3 % 2 % !）
2$ ’（3 % 2） ，3（) (），2为二非零常数

因此由引理 % 的证明知，（!’）式成立。

令 4 1 ,
&，若 4+ !，由（!’）式可得 &( 1 ( ’ / ’ !

/ ’ !
! % 4/’!

! % 4/’(’!，即

&( 1（( ’ / ’ !）（! ’ 4 ’ ⋯ ’ 4/）

（/ ’ !）（! ’ 4 ’ ⋯ ’ 4/’(）
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于是由 !"#$%&定理知，!（ "）为常数，因此 #（ "）为常数，这与 #（ "）为非常数的整函数矛盾。因此，!" ’，
即 $" #。 证毕

注 ( 定理)中，若将条件“ $ %（ $ & ’ ’）$ (与 #%（#& ’ ’）#(*+分担 "”替换为“ $ %（ $ & ’ ’）$ (与 #%（#& ’ ’）#(*+
分担 !（ "），其中 !（ "）) ,，-，!（ "）) *｛+（ ,，$），+（ ,，#）｝”，定理 ) 的结论仍成立，即有定理 .。
定理 .( 设 $，#为非常数的亚纯函数，%（ - /& . 00）的正整数，如果 $ %（ $ & ’ ’）$ (与 #%（#& ’ ’）#(*+分

担 !（ "），则 $" #，或

#& ) & . % . ’
% . ’

’ ’ !%.’

’ ’ !%.&.’，$
& ) & . % . ’

% . ’
（’ ’ !%.’）!&

’ ’ !%.&.’

其中 !（ "）为非常数的亚纯函数。
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