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一类非凸二次规划问题的全局最优性充分条件
!

王 杉 林
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摘! 要：研究了一类带二次等式约束的二次规划问题，利用求非凸优化问题全局最优性条件的一个新方法—DE次微
分方法（与凸分析中的概念不同，一个函数在某点的 DE次微分可能是一些非线性函数组成的集合），对二次函数的 DE
次微分进行了刻画，最后建立带二次等式约束非凸二次极小化规划问题的全局最优化的一个充分条件。
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! ! 全局优化问题是数学规划理论中重要而又困难
的一个研究领域，它研究的是非线性函数在某个区

域上全局最优点的特征和计算方法［%］。经典的

IIJ等局部最优性条件的发现，极大地推动了数学
规划理论的发展，它们也是各种局部优化算法的理

论基础。同样，全局最优性条件对全局优化问题的

研究也是至关重要的［"EC］。对于凸规划问题，即目标

函数是凸函数，可行域是凸集的最优化问题，它的局

部最优点就是全局最优点。因此，凸规划问题的局

部最优性条件就是全局最优性条件，一般的求局部

最优点的方法可以用来求全局最优点。但是，对于

非凸优化问题，求解和验证全局最优解是一件非常

困难的事情。

所谓二次约束二次规划问题（KKL）的全局优化
问题，是指在二次函数的约束条件下求二次函数

!（"）# %
" "J$" % &J"的全局极小（全局极大）的问

题。近年来关于此问题全局最优性条件的研究已有

了很大进展，例如，在文献［+］中作者发现当约束为

’（"）# %
" "J$%" % &J

% "" #时#"为 !（"）的全局极小

的充要条件是，在#"点，IIJ条件成立，且$ %$!$%是

半正定的，其中 $!是拉格朗日乘子；在文献［*］中彭

基民和袁亚湘给出了当约束为 ’(（"） # %
" "J$(" %

&J
( "" #（ ( # %，"）时，#"成为一个二次函数的全局极
小的一个充分条件和一个必要条件。在这些条件中，

除了 IIJ条件以外，#"成为 !（"）# %
" "J$" % &J"的

全局极小的必要条件是，矩阵 $ % $!%$% % $!"$" 至少

有一个负的特征值，而充分条件是 $ % $!%$% % $!"$"

为半正定的；在文献［G］中作者又利用求非凸优化
问题全局最优性条件的 DE 次微分方法建立了带二
次约束二次极小化问题的全局优化拉格朗日乘子条

件。

本文主要研究一类特殊的带二次等式约束的非

凸二次规划问题（KL）
:80! "J)"! ! !
>) () ! "J*" + " # #
! ! "J," + # # #

其中 )，*，,都是 -阶实对称矩阵。当 )是正定矩阵
时，此问题已在文献［B］中有所研究，文献［%］假定
)是半正定矩阵的情形下研究了（KL）的全局最优
性条件，文献［$］又在下列假设下考虑了此问题的
全局最优性条件，!）)没有限制；"）*是正定的，,
是半正定的；#）" # # # %。本文将利用求非凸优化
全局最优性条件的 DE次微分方法，根据文献［G］给
出的非凸优化问题的全局优化条件和拉格朗日乘子

之间的关系，建立带二次等式约束非凸二次规划问

题的全局最优性充分条件。不失一般性，总假定可行

域非空、约束条件是正则的且 "" % #" % #。

% DE次微分和全局最优化

以下将用到符号：!- 是 - 维欧式空间，用 .- 来

表示所有实对称矩阵而成的集合；)& #表示 )是半
正定矩阵；用 /(0’（$%，$"，⋯，$-）表示主对角线上
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为 !!，!"，⋯，!!，其余元素都为零的对角矩阵。

定义 !#（$%次微分）设 "：!! ’ !，# $｛% & %：
!! ’!｝，%( #，如果

"（’）) "（’&）( %（’）) %（’&），*’( !!

则称 %是 "在 ’&处的 $%次梯度，"在 ’&处的所有 $%次
梯度的集合称为 " 在 ’& 处的 $% 次微分，记作
!# "（’&）。

注意在上面定义中若 # 是定义在 !! 上的线性

函数的集合，那么对于定义在 !!上的实值凸函数 "，
有 !# "（’）$ !"（’），其中 !"（’）是凸分析意义下的次
微分。

考虑最优化问题（’）
()*｛"（’） ’(* $｛’(!! & +,（’）"&，, $ !，⋯，-｝｝
引理 !［+］# 设 #是定义在 !! 上的实值函数集

合，使得对任意 %( # 有 ) % ( #。对于问题（’），设
#’( *，如果 " ( #，存在 " ( !-

( 使得 ) " (

!#（+
-

, $ !
" ,+,）（#’），且+

-

, $ !
" ,+,（#’） $ &，那么 #’ 是（’）

的一个全局极小解。

证明 # 若 ) "( !#（+
-

, $ !
" ,+,）（#’），由 $%次微分

定义可知

（+
-

, $ !
" ,+,）（’）)（+

-

, $ !
" ,+,）（#’）) "（’）( "（#’）

再 由 +
-

, $ !
" ,+,（#’） $ & 可 得，"（’） ) "（#’） )

+
-

, $!
",+,（’）。根据条件",(!(（, $ !，⋯，-），+,（’）"

&，, $ !，⋯，-，于是得到 "（’）) "（#’）。即#’是（’）的
一个全局极小解。 证毕

引理 "# 取

# $｛%：!!’! & %（’）$ !
" ’,.’ ( /,’，.(*!，/(!

!｝

设 ’&( *，"（’）$ !
" ’,$.’ ($0,’ ( #1，$.( *!，$0(!!，

#1( !。则 !# "（’&）$｛!" ’,.’ ( /,’ & . $

$. ) 2，/ $ $0 ( 2’&，2( *!，2& &｝
证明 # 设 %( #，其中

%（’）$ !
" ’,.’ ( /,’

那么 % ( !# "（’&）当且仅当 "（’）) "（#’）) %（’）)

%（’&）。设 #（’）) "（’）) %（’），则 #（’）$ !
" ’,（$. )

.）’ (（$0 ) /）,’ ( #1，由条件，对于每个 ’( !! 都有

#（’）) #（’&），可知$. ) .& &。再有 #（’）在 ’& 处

取得极小值的充要条件是 #（#’）$ &，于是 / $ $0 (
（$. ) .）’&。取 2 $ $. ) .，可以看出 %( !# "（’&）当且

仅当 2( *!，2& &，/ $ $0 (（$. ) .）’&. $ $. ) 2。
证毕

" 带两个二次等式约束二次规划问题
的全局最优性条件

# # 取 # $｛%：!! ’ ! & %（’）$ ’,3’，3( *!｝，下

面计算出二次函数 "（’）$ ’,.’的 $%次微分 !# "（’）
有如下结果。

定理 !# 设 "（’） $ ’,.’，#’ $（#’!，⋯，#’!）
, (

!!，那么 !# "（#’）$｛’
,3’ & . ) 3& &，（. ) 3）#’ $

&｝。
证明 # 若 %( !# "（#’）当且仅当
"（’）) "（#’）( %（’）) %（#’），*’( !!

设 %（’）$ ’,3’，#（’）$ "（’）) %（’），那么 #（’）$
’,（. ) 3）’) #’,（. ) 3）#’ $ #（#’），*’( !!。因此

#在#’取得极小值，又由于 #是二次函数，于是 . ) 3
& &。故 #在 !!上是凸函数，若 #在#’取得极小值当

且仅当
!#
!#’

$ &，所以有（. ) 3）#’ $ &。 证毕

定理 "# 设
+!（’）$ ’,2’ ) $，+"（’）$ ’,4’ ) %，#’( *
其中 * $｛’( !! & +!（’）$ &，+"（’）$ &｝，假定存
在 "!，""(! (，使得 "!+!（#’）( ""+"（#’）$ &且&(
!# "（#’）( !#（"!+! ( ""+"）（#’），那么 #’是（-’）的一
个全局最优解。

证明 # 若存在 "!，"" ( ! (，%( #，满足 ) %(
!# "（#’），%( !#（"!+! ( ""+"）（#’）。根据 $%次微分的
定义，对于每个 ’( !!，有

"（’）) "（#’）) %（’）( %（#’）$ "（#’）)（%（’）) %（#’））)
"（#’）)（"!+!（’）(""+"（’）)"!+!（#’）)""+"（#’）$ &）$ "（#’）
因此对于每个 ’( *，"（’）) "（#’），于是#’是（-’）的
一个全局最优解。 证毕

定理 .# 设 #’( *，若存在 "!，"" ( ! (，满足

"!2 ( ""4 ( .) &
那么 #’是（-’）的一个全局最优解。
证明 # 利用条件和引理 !，取 3 $ ) .，于是

!#（"!+! ( ""+"）（#’）$
｛#’,（) .）#’ & "!2 ( ""4 ( .&&，（"!2 ( ""4 ( .）#’ $ &｝
那么 ) "( !#（"!+! ( ""+"）（#’），故#’是（-’）的一个
全局最优解。 证毕
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