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BC凸函数的一个新性质!

陈! 乔
（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 +###+D）

摘! 要：最近，彭在文献［%］中提出了关于拟半 BC凸函数的一个判别准则。本文首先利用 BC凸函数和凸函数的定义
给出了 BC凸函数的一个等价条件，即在 !：!""!"，##!" 是一个 BC凸集，!（#）是凸集，$是定义在 # 上的实值函
数的情况下，若函数 $在#上是 BC凸的当且仅当 !（"）E $［!（%）F "（!（&）G !（%））］在［#，%］上是凸函数。其次，本
文对文献［%］中关于拟半 BC凸函数的结论进行了研究分析，指出其结论在本质上来说可以退化到拟凸函数的情形。
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! ! 在数学规划、最优化等领域中，凸性及广义凸性
起着十分重要的作用。因此，对凸性及广义凸性的

研究具有十分重要的意义，众多的学者对此进行了

深入的研究［"C%#］。B) L-.0=>> 在文献［"］中提出了
BC凸函数和 BC凸规划，建立了相应的一些结果。
L106［K］和 ,810［+］分别对文献［"］做了修正和改进。
最近，文献［%］提出了拟半 BC凸函数的判别准则。
本文首先给出了 BC凸函数的等价条件。同时指出
文献［%］中的结论可退化到拟凸函数的情形。

% 预备知识
本文首先回顾 BC凸性的一些相关概念。
定义 %［I］! ##!"为凸集，若$&，%%#，$"%

［#，%］，有 "& ’（% ( "）%% #。
定义 "［I］! ## !" 是凸集，$：## !" " !，若

$&，%% #，$"%［#，%］，有
$（"& ’（% ( "）%）& "$（&）’（% ( "）$（%）
则称 $是 #上的凸函数。
定义K［"］! ##!"是BC凸集。若’!：!""!"，

使得

"!（&）’（% ( "）!（%）%#，$&，%%#，$"%［#，%］
定义+［"］! $：##!""!是BC凸函数。若’!：

!" " !" 使得 #为 BC凸集，且
$（"!（&）’（% ( "）!（%））& "$（!（&））’
（% ( "）$（!（%）），$&，%% #，$"%［#，%］
定义 *［D］! $：## !" " ! 是半 BC 凸函数。若

’!：!" " !" 使得 #为 !)凸集，且
$（"!（&）’（% ( "）!（%））& "$（&）’
（% ( "）$（%），$&，%% #，$"%［#，%］
定义 I［D］! $：## !"" !是拟半 BC凸函数。若

’!：!" " !" 使得 #为 BC凸集，且
$（"!（&）’（% ( "）!（%））& :1M｛$（&），$（%）｝

$&，%% #，$"%［#，%］

" 主要结论及其证明
"* % BC凸函数的一个等价条件
集合+#!"为凸集，则 $（&）为定义在+上的凸

函数等价于

$&，%% +，!（"）, $（% ’ "（& ( %））
是定义在［#，%］上的凸函数。
下面得到了 BC 凸函数在一定条件下相类似的

结果。

定理%! 设!：!""!"，##!"是一个BC凸集，
!（#）是凸集，$是定义在 # 上的实值函数。如果函
数 $在 #上是 BC凸的当且仅当

!（"）, $［!（%）’ "（!（&）( !（%））］
在［#，%］上是凸函数。
证明 ! 充分性。!（"）在［#，%］上是凸函数，则

对$"%，"" %［#，%］，$#%［#，%］，都有
!（#"% ’（% ( #）""）& #!（"%）’（% ( #）!（""）

（%）
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特别地，取 !! ! !，!" ! #，代入（!）式可得
"（# " ! #（! $ #）" #）! "（#）&

#"（!）#（! $ #）"（#）
即 %［&（’）# #（&（(）$ &（’））］!

%（#&（(）#（! $ #）&（’））&
#%（&（(））#（! $ #）%（&（’）），$(，’% )

所以 %是 )上的 $%凸函数。
必要性。$!!，!" %［#，!］，$#%［#，!］，有

"（#!! #（! $ #）!"）! "（!" # #（!! $ !"））! %｛&（’）#［!" # #（!! $ !"）］"［&（(）$ &（’）］｝!
%［&（’）# !"（&（(）$ &（’））# #（!! $ !"）（&（(）$ &（’））］!

%｛&（’）# !"（&（(）$ &（’））# #［（&（’）# !!（&（(）$ &（’）））$（&（’）# !"（&（(）$ &（’）））］｝

由 &（)）是凸集可知
&（’）# !!（&（(）$ &（’））% &（)）
&（’）# !"（&（(）$ &（’））% &（)）

从而存在 (*，’*% )，使得
&（(*）! &（’）# !!（&（(）$ &（’））
&（’*）! &（’）# !"（&（(）$ &（’））

因而 "（#!! #（! $ #）!"）!
%［&（’*）# #（&（(*）$ &（’*））］!

%（#&（(*）#（! $ #）&（’*））
由 %是 $%凸函数可得

%（#&（(*）#（! $ #）&（’*））&
#%（&（(*））#（! $ #）%（&（’*））

因此 "（#!! #（! $ #）!"）&
#%（&（(*））#（! $ #）%（&（’*））!
#%［&（’）# !!（&（(）$ &（’））］#

（! $ #）%［&（’）# !"（&（(）$ &（’））］!
#"（!!）#（! $ #）"（!"）

即 "（!）! %［&（’）# !（&（(）$ &（’））］在［#，!］上
是凸函数。 证毕

"+ " 对文献［!］中结论的分析
文献［!］中给出了下面的结论。
引理［!］& 设 %：!,"!是凸集)#!,上的实值

函数，若存在线性映射 &：!,"!,使得 &（)）#)，
对$(%)，有 %（(）& %（&（(）），且存在#%（#，!），
使得 %（#&（(）#（! $ #）&（’））&

’()｛%（(），%（’）｝，$(，’% ) （"）
且当 # ! # 和 ! 时上式也成立，则集合
- !｛!%［#，!］：%（!&（(）#（! $ !）&（’））｝&

’()｛%（(），%（’）｝，$&（(），&（’）% )｝
在［#，!］上是稠密的。
分析 & 若 %（(）( %（’），假设 # ! #对（"）式成

立，有 & %（&（’））& ’()｛%（(），%（’）｝! %（(）
# ! ! 对（"）式成立，有

%（&（(））& ’()｛%（(），%（’）｝! %（(）
若 %（(）& %（’），假设 # ! # 对（"）式成立，有

%（&（’））& ’()｛%（(），%（’）｝! %（’）。
# ! ! 对（"）式成立，有

%（&（(））& ’()｛%（(），%（’）｝! %（’）
此与已知条件 %（(）& %（&（(）），$( % ) 可推出
%（&（(））! %（(），$(%)。即是 % ) & ! %，所以&（(）!
.（(），$(% )。
那么引理就退化为下述性质。

性质 !& 设 %：!," !是凸集)# !,上的实值

函数，且存在 #%（#，!），使得
%（#( #（! $ #）’）& ’()｛%（(），%（’）｝，$(，’% )
则集合 & - !｛!%［#，!］：%（!( #（! $ !）’）&

’()｛%（(），%（’）｝，$(，’% )｝
在［#，!］上是稠密的。
由上面的分析可以看出，文献［!］中给出的下

面的定理相应地也可以得到其退化的相应命题。

定理 "［!］& 设 %：)" !是凸集 )# !, 上的上

半连续函数，若存在线性映射&：!,"!,使得&（)）#
)，对 $( % ) 有 %（(）& %（&（(）），且当 &（’,）"
&（’）时有 ’," ’成立，则 %为拟半$%凸函数*’$%
（#，!）使得
%（$&（(）#（! $ $）&（’））&’()｛%（(），%（’）｝，$(，’%)
且当 $ ! # 或 ! 时上式也成立。
性质 "& 设 %：)" !是凸集 )# !, 上的上半

连续的实值函数，% 为拟凸函数当且仅当’$ %
（#，!）使得
%（$( #（! $ $）’）& ’()｛%（(），%（’）｝，$(，’% )
性质 " 是关于上半连续函数的拟凸性问题，文

献［*］对此已做了详细的研究。
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