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解奇异无约束优化问题的改进张量法
*
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摘要:给出一个解奇异无约束优化问题(极小点的 Hessian矩阵奇异)的改进张量法。张量方法是标准牛顿模型方法的推
广,它扩充目标函数的Taylor展式到四阶项,弥补了牛顿模型在极小点处的 Hessian矩阵奇异时失去快速收敛性的缺陷。
与标准张量法相比,本文主要的改进是,用梯度和二阶导数的差来替代函数与梯度差来构造张量模型。8个标准函数被
奇异化后进行了数值试验,数值试验结果表明这个改进张量法是有效的。
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考虑无约束最优化问题min
x∈Rn

f(x),其中f(x):Rn→R是二阶连续可微。常用的牛顿法基本思想是,利用目

标函数f(x)的二次Taylor展开得牛顿模型MN(xc+d)=f(xc)+Ñf(xc)d+12
Ñ2f(xc)d2,进而将其极小化。

如果Ñ2f(x)在极小点x*的邻域内非奇异,则牛顿法局部二阶收敛;然而如果Ñ2f(x)在极小点x* 的邻域内奇
异,则牛顿法往往失效[1]。
1991年,Schnabel与Chow[2]提出了解无约束优化的张量法,f(x)的Taylor展式扩充到四阶张量模型为

MT(xc+d)=f(xc)+Ñf(xc)d+12
Ñ2f(xc)d2+16Tcd3+124Vcd4 (1)

其中,xc 是当前迭代点,d∈Rn,Ñf(xc)和Ñ2f(xc)是f(x)在点xc 的梯度和 Hessian阵。TC∈Rn×n×n和VC∈
Rn×n×n×n,为点xc 处形成的三阶和四阶对称张量。这里对称张量是指元素下标的顺序不同不改变元素的值。为
了简便,d2,d3,d4 分别表示dd,ddd,dddd,Ñf(xc)d表示Ñf (xc)Td,Ñ2f(xc)d2 表示dT Ñ2f(xc)d,三次与四

次型Tcd3 和Vcd4 的计算格式为Tcd3=∑
n

i,j,k=1
tc

ijkdidjdk,Vcd4= ∑
n

i,j,k,l=1
vc

ijkldidjdkdl。

张量法在低秩张量计算的基础上,增强了解奇异优化问题的效率,这方面的研究参见文献[3-6]。本文便是
对张量法进行改进的研究。

1改进的张量法
为了获得模型(1)中低秩张量,Schnabel与Chow[2]选择了前面p个不相邻的迭代点x-1,…,x-p,利用这些

点的函数和梯度值给出模型中张量要满足的插值条件

f(x-k)=f(xc)+Ñf(xc)sk+12
Ñ2f(xc)s2k+16Tcs3k+124Vcs4k

Ñf(x-k)=Ñf(xc)+Ñ2f(xc)sk+12Tcs2k+16Vcs3k
其中sk=x-k-xc,k=1,…,p。

这样得到的张量模型能有效解极小点是奇异的情形。然而这样得到的低秩四阶模型并没有完全应用已计

算出的二阶导数矩阵信息,即插值条件中不含有二阶导数矩阵的差。本文试图改变这种情况,用前面p 个不相

邻的迭代点x-1,…,x-p的梯度和二阶导数矩阵形成插值条件为

Ñf(x-k)=Ñf(xc)+Ñ2f(xc)sk+12Tcs2k+16Vcs3k (2)

Ñ2f(x-k)=Ñ2f(xc)+Tcsk+12Vcs2k (3)

其中sk=x-k-xc,k=1,…,p。
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为了便于求解,在(3)式左右两边同时右乘sk 得

Ñ2f(x-k)sk=Ñ2f(xc)sk+Tcs2k+12Vcs3k,k=1,…,p (4)

下面求满足(2)式和(4)式的张量Tc 和Vc。定义αk=Tcs2k,βk=Vcs3k,那么αk,βk∈Rn,k=1,…,p,且计算公

式为 (Tcs2k)i= ∑
n

i2,i3=1
tc

ii2i3s
k
i2s

k
i3
, (Vcs3k)i= ∑

n

i2,i3,i4=1
vc

ii2i3i4s
k
i2s

k
i3s

k
i4
,i=1,…,n。

代入(2)式和(4)式得

1
2αk+16βk=q1k

αk+12βk=q2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï k

(5)

其中q1k,q2k∈Rn,q1k=
Ñf(x-k)-Ñf(xc)-Ñ2f(xc)·sk

q2k=Ñ2f(x-k)·s2k-Ñ2f(xc)·s2{
k

,k=1,…,p。方程组(5)式是非奇异的,因此αk 和βk

被唯一确定,即
αk=6q1k-2q2k
βk=-12q1k+6q2{

k

,k=1,…,p (6)

为了确立张量,定义u·v·w 为三阶秩一张量,其下标是ijk的元素为uivjwk,定义u·v·w·x为四阶秩一张

量,其下标是ijkl的元素为uivjwkxl,其中u,v,w,x∈Rn。由文献[5]中定理2.3,有下列低秩张量Tc 的结论。

定理1 设p≤n,{sk,k=1,…,p}线性无关,αk,k=1,…,p,由(6)式给定,那么满足
min

Tc∈Rn×n×n
‖Tc‖F

s.t. Tc·s2k=αk,k=1,…,{ p
的对

称三阶张量Tc 的解为 Tc=∑
p

k=1

(bk·sk·sk+sk·bk·sk+sk·sk·bk) (7)

其中bk∈Rn,k=1,…,p,由线性方程BN+2SM=A确立。在这个线性方程中,B=[b1,b2,…,bp],N,M∈Rp×p,
Nij=(sTisj)2,Mij=(sTisj)(bTisj),1≤i,j≤p,A=[α1,α2,…,αp],S=[s1,s2,…,sp]。

由此得到了三阶张量Tc,而四阶张量Vc 的确定由下面引理与定理中给出。

引理2 考虑线性方程βi=∑
p

k=1
ck(sTksi)3+3∑

p

k=1
sk(sTksi)2(cTksi),i=1,…,p,其中C=[c1,c2,…,cp]是未知

矩阵,βi,i=1,…,p,由(6)式给定。这个方程组可先转换成下列p2 个方程,并将未知量记成向量形式
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其中yij=cTjsi 为未知量,wij=[(sTis1)(sT1sj)2,(sTis2)(sT2sj)2,…,(sTisp)(sTpsj)2],1≤i,j≤p;求出yij,i,j=1,…,

p后原方程的解为C=(I-3SJ)K-1,其中I=[β1,β2,…,βp],Jij=(sTisj)2yji,Kij=(sTisj)3,1≤i,j≤p,S与定理

1中相同。

定理3 设p≤n,{sk,k=1,…,p}线性无关,βk,k=1,…,p,由(6)式定义,那么满足
min

Vc∈Rn×n×n×n
‖Vc‖F

s.t.Vc·si
3=βi,i=1,…,{ p

的对

称四阶张量Vc 的解是

Vc=∑
p

k=1

(ck·sk·sk·sk+sk·ck·sk·sk+sk·sk·ck·sk+sk·sk·sk·ck) (8)

其中,ck∈Rn,k=1,…,p,由引理2确立。
引理2与定理3的证明可参照文献[5]中定理2.3的推导途径获得,而定理3的Vc 结果与文献[2]中定理

2.2的结果有较大的差别。
将定理1与定理3中Tc 和Vc 的值代入张量模型,则得到了满足插值条件(2)式与(4)式的改进张量模型为

MT(xc+d)=f(xc)+ Ñf(xc)·d+12
Ñ2f(xc)·d2+12∑

p

k=1

(bTkd)(sTkd)2+16∑
p

k=1

(cTkd)(sTkd)3 (9)
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接着求解上述改进张量模型。为了简便,记g=Ñf(xc),H=Ñ2f(xc)。当极小点处的Hessian矩阵非奇异时,
由局部极小点的二阶必要条件,令(9)式关于d的导数为0,即ÑMT(xc+d)=g+Hd+Uk(d)=0,其中Uk(d)=

1
2∑

p

k=1

(sTkd)2bk+∑
p

k=1

(bTkd)(sTkd)sk+16∑
p

k=1

(sTkd)3ck+12∑
p

k=1

(cTkd)(sTkd)2sk ,整理得

d=-H-1[g+Uk(d)] (10)
在(10)式左右两端分别左乘sTk,bTk,cTk,k=1,…,p,且分别令αk=sTkd,βk=bTkd,θk=cTkd,k=1,…,p得

sTiH-1g+12s
T
iH-1∑

p

k=1
bkα2

k +sTiH-1∑
p

k=1
skαkβk+16s

T
iH-1∑

p

k=1
ckα3

k +12s
T
iH-1∑

p

k=1
skα2

kθk+αi=0

bTiH-1g+12b
T
iH-1∑

p

k=1
bkα2

k +bTiH-1∑
p

k=1
skαkβk+16b

T
iH-1∑

p

k=1
ckα3

k +12b
T
iH-1∑

p

k=1
skα2

kθk+βi=0

cTiH-1g+12c
T
iH-1∑

p

k=1
bkα2

k +cTiH-1∑
p

k=1
skαkβk+16c

T
iH-1∑

p

k=1
ckα3

k +12c
T
iH-1∑

p

k=1
skα2

kθk+θi=
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ï
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,i=1,…,p

通过求解上述3p元3次方程组,可以得到αk,βk,θk,k=1,…,p。再将αk,βk,θk,k=1,…,p的值代入(10)式
则可得到张量步d。当极小点的Hessian矩阵奇异时,则求g+Hd+Uk(dc)=0的极小最小二乘解,其中dc 是

前一次迭代得到的解。
下面给出改进的张量法。
算法1 改进张量法。步1,计算g=Ñf(xc),判断是否停止,如果不停止,转步2;步2,计算Ñ2f(xc),选择p

个过去的迭代点;步3,根据(7)与(8)式计算张量Tc 和Vc;步4,若张量模型(9)的极小近似解d*是下降方向,则
由线搜索求得步长λ,令x+=xc+λd*;若d*不是下降方向,则用二次模型带线搜索算法求下一迭代点,转步1。

注 在前p次迭代用二次模型;(9)式的极小解只需近似获得。

2数值试验

本文所有的数值试验都是在CPU为IntelCore2DuoT5750,主频为2.00GHz,内存为3.00GB的PC机上

用 MATLAB7.5.0(R2007b)完成的。参照文献[2]中途径,对标准函数进行奇异化。设最小化目标问题为

f(x)=∑
m

i=1
f2i(x),其中fi:Rn→R,m 是函数元素的个数。令

FT(x)=(fi(x),…,fi(x)),F̂(x)=F(x)-F′(x*)A(ATA)-1AT(x-x*)

其中A∈Rn×1,x*为f(x)的极小点,AT=(1,0,…,0),那么得奇异问题为f̂(x)=12F̂
(x)TF̂(x),即f̂(x)在极小

点x*处二阶导数矩阵的秩至多为n-1。
应用算法1与文献[2]中的张量法(记原算法)对来自文献[7]的8个标准函数奇异化后进行数值计算,为了

简化和省时,取p=1,且计算10与30维问题,终止条件是梯度的欧氏范数小于10-6。计算结果列于表1,其中n
是维数,x0 为初始迭代点,k为迭代次数,‖g‖为最后迭代得到的梯度的欧氏范数。如果迭代次数超过500次

即终止计算并记为F。
表1表明,算法1能有效解较多的奇异最优化问题,在求解的问题上运算速度效率方面2个算法相当。

本文提出了一个解无约束优化问题的改进张量法,初步数值试验表明这一改进是有效的。改进张量法能解更多

的奇异最优化问题。如果把张量模型(9)式用一些近似化成新的二次模型,那么也许会获得更好的结果。这也

值得今后进一步研究。
表1 算法1与原算法的数值结果比较

Tab.1 ThecomparisonofnumericalresultsofAlgorithm1andoriginalalgorithm

问题 xT
0 维数 k

原算法 算法1
‖g‖

原算法 算法1

Rosenbrock (0.5,…,0.5)
10 81 74 8.90e-007 7.20e-007
20 132 115 4.89e-007 5.47e-007
30 F 162 F 9.50e-007

Powell (3,-1,0,1,…,3,-1,0,1)
12 92 114 9.86e-007 2.76e-007
20 97 149 8.86e-008 9.97e-007
32 149 184 6.09e-007 6.49e-007
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 续表1

问题 xT
0 维数 k

原算法 算法1
‖g‖

原算法 算法1

Wood (-3,-1,…,-3,-1)
12 326 246 7.56e-007 4.60e-007
24 416 395 3.58e-007 5.98e-007
36 F 478 F 1.82e-007

Beale (1,1,…,1)
15 37 39 1.073e-007 9.48e-007
30 45 38 5.53e-007 5.80e-007
45 F 50 F 3.07e-007

Tridiagonal (1,1,…,1)
10 29 36 6.16e-007 7.68e-007
20 45 36 4.40e-007 3.13e-007
30 32 40 9.50e-007 9.43e-007

Conic (3.5,…,3.5)
10 F 239 F 9.09e-007
20 F 148 F 9.44e-007
30 F 255 F 5.58e-007

FH1 (0.01,…,0.01)
10 31 43 6.88e-007 7.30e-007
20 23 62 9.93e-007 7.62e-007
30 57 61 6.59e-007 8.95e-007

Himmelblau (1,1,…,1)
10 23 27 2.50e-007 2.88e-007
20 63 40 9.76e-007 7.67e-007
30 63 138 2.08e-007 1.48e-007
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AModifiedTensorMethodforSingularUnconstrainedOptimization
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Abstract:Inthispaper,weproposeamodifiedtensormethodforsingularunconstrainedoptimizationwheretheHessianissingular
attheminimumpoint.Thetensormodel,whichisageneralizationofthestandardNewtonmodelandtheextensiontofour-order
termoftheTaylorexpansion,fixuptheweaknessthattheNewtonmodelwilllosethefastlocalconvergencerateofthestandard
NewtonmethodwheretheHessianissingularattheminimizer.Ratherthanwiththedifferenceoffunctionsandgradients,themod-
ifiedtensormodelisconstructedwiththedifferenceofgradientsandHessian.Wedothenumericalexperimentsoneightstandard
testfunctionsaftersingularizing.Thenumericalresultsshowthatthemodifiedtensormethodiseffective.
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