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摘要:提出排序问题中工件和机器的对等性,定义排序问题的对等排序,列举单台机器排序问题和多台机器自由作业排序

问题的对等排序;在此基础上,把工件和机器看成是对偶的双方,研究这两者的对偶性,进而提出排序问题的对偶排序;研

究排序问题与其对偶排序之间的关系———对偶关系,可能是排序论研究的新方向。
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排序(Scheduling)是为加工若干个工件(Job),而对工件及加工所需要的机器(Machine)按时间进行分配和

安排,在完成所有工件加工时使得某个(些)目标为最优[1]。排序论(Schedulingtheory)中的“工件”可以是任务、
非圆齿轮、计算机终端、病人、降落的飞机等,“机器”可以是完成任务所需要的人财物资源、数控机床、计算机中

央处理器(CPU)、医生、机场跑道等。工件何时就绪、何时开始加工、何时中断加工(Preempt)、何时更换工件、何
时再继续加工原工件;机器何时就绪、何时进行加工、何时空闲(Idle)、何时更换机器等,都是按时间对工件和机

器进行分配和安排。单纯的分配问题,单纯地把工件分配给机器以便进行加工,是数学规划问题。单纯的次序

安排问题是Sequencing问题[2-3]。
本文把排序问题中工件和机器的“角色”对换,把工件换成机器,把机器换成工件,同时目标函数也做相应的

转换,这样就得到与原排序问题相等价的排序问题———对等排序。在此基础上,把工件和机器看成是对偶的双

方,研究这两者的对偶性,进而提出排序问题的对偶排序;研究排序问题与其对偶排序之间的关系———对偶关

系,可能是排序论研究的新方向。

1对等关系和对等排序

工件和机器是排序论中2个主要的研究对象。如果把这2个研究对象对换,把工件换成机器,把机器换成

工件,按照表1参数之间的对等关系对换相关的参数,那么对于给定的排序问题P就得到与原排序问题相等价

的排序问题,称为对等排序(Peerscheduling)问题,记为P′。

表1列出排序问题中部分参数的对等关系,其它参数的对等关系可以类似得到。其中,与工件的参数相对

等,机器的“就绪时间”是指机器可以开始加工工件的时间,机器的“权”表示机器的重要性,机器的“完工时间”是
指机器完成加工的时间,机器的应结束期(Duedate)是指机器应该结束加工的时间,超过该时间机器要支付代

价,或者效率会降低。排序论中更多的参数可以参看文献[1,4]。

2对等排序举例

任何排序问题按照表1中对等关系,都可以写出这个排序问题的对等排序。原排序问题的任何可行解(可
行排序)在对等排序中都存在相应的一个可行解(可行排序)与之相对等,反之亦然。因而,这2个排序问题的计
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表1 原排序问题P和对等排序问题P′参数之间的对等关系

Tab.1 Peerrelationshipsbetweenparametersoforiginalschedulingandpeerscheduling

原排序问题 对等排序问题

工件Jj(j=1,…,n) 机器 Mj′(j=1,…,n)

工件Jj的就绪时间rj 机器 Mj′的就绪时间sj′

工件Jj的权wj 机器 Mj′的权gj′

工件Jj的交货期dj 机器 Mj′的应结束期(Duedate)ej′

工件Jj的完工时间Cj 机器 Mj′的完工时间Dj′

机器 Mi(i=1,…,m) 工件Ji′(i=1,…,m)

机器 Mi的就绪时间si 工件Ji′的就绪时间ri′

机器 Mi的权gi 工件Ji′的权wi′

机器 Mi的应结束期(Duedate)ei 工件Ji′的交货期di′

机器 Mi的完工时间Di 工件Ji′的完工时间Ci′

机器 Mi加工工件Jj的加工时间pij 工件Ji′在机器 Mj′上加工的加工时间pji′

工件的最大完工时间Cmax=max{Cj|j=1,…,n} 机器的最大完工时间D′max=max{Dj′|j=1,…,n}

工件的带权总完工时间åwjCj 机器的带权总完工时间ågj′Dj′

机器的最大完工时间Dmax=max{Di|i=1,…,m} 工件的最大完工时间C′max=max{Ci′|i=1,…,m}

机器的带权总完工时间ågiDi 工件的带权总完工时间åwi′Ci′

算复杂性、最优解的构造、近似解的设计和性态都是“一样的”,所以说原排序问题与其对等排序之间是等价的

(Equivalent)。对等排序也是一种排序问题,虽然对于对等排序了解和研究不多,有些对等排序还很“陌生”,甚
至从来没有“见”过。采用三参数表示对等排序时,在对等排序的记号和参数中略去右上角的一撇“′”,并且工件

的下标仍用j(j=1,…,n),机器的下标仍用i(i=1,…,m)。显然,对等排序的对等排序,就是原排序问题。

下面列举几个对等排序的例子。

2.1排序问题1||Cmax的对等排序

排序问题1||Cmax是n个工件要在单台机器M 上加工,加工不允许中断,如何分配和安排工件和机器,在完

成所有工件加工时使得工件的最大完工时间Cmax为最小。由于工件的任何排法都有相同的目标函数值,因而工

件的任何排序都是最优解[1]。

这个最简单的排序问题1||Cmax的对等排序问题,用三参数表示是O|1|Dmax。在三参数O|1|Dmax中第二个

参数1表示这个问题只有一个工件要加工。对等排序O|1|Dmax是在自由作业的机器环境下,只加工一个工件,

如何分配和安排工件和机器,当工件在所有机器上完成加工时,使得最后完成加工的机器的完工时间Dmax为最

小。由于经典排序是假设一个工件在一个时刻最多只能在一台机器上加工,同时假设一台机器在一个时刻最多

只能加工一个工件,因而,按照机器的任何一个次序来加工这个工件都是O|1|Dmax的最优解。

2.2排序问题1||åwjCj的对等排序

排序问题1||åwjCj的最优解是 WSPT(Weightedshortestprocessingtime)序[1],即pπ(1)

wπ(1)
≤pπ(2)

wπ(2)
≤…≤

pπ(n)

wπ(n)
,其中(π(1),π(2),…,π(n))是使得此不等式成立的工件序号(1,2,…,n)的一个排列。1||åwjCj的对等排
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序问题是O|1|ågiDi,是m 台自由作业机器只加工一个工件,如何分配和安排工件和机器,当工件在所有机器上

加工完成时使得机器的带权总完工时间ågiDi为最小,其中gi是机器Mi的权。由对等性可知,O|1|ågiDi的最

优解是pπ(1)

gπ(1)
≤pπ(2)

gπ(2)
≤…≤pπ(m)

gπ(m)
,其中(π(1),π(2),…,π(m))是使得此不等式成立的机器序号(1,2,…,m)的一个

排列。

2.3排序问题O2||Cmax的对等排序

排序问题O2||Cmax是多项式可解的,最优解是LAPT(Longestalternateprocessingtime)序[5],即每当机器

(空闲)可以加工时,在所有还没有加工过的工件中,选取在另一台机器上具有最长加工时间的工件在该台机器

上加工。排序问题O2||Cmax的对等排序问题是O|2|Dmax。三参数O|2|Dmax中2表示这个排序问题有2个工件

要加工。根据对等性,对等排序问题O|2|Dmax也是多项式可解的,最优解是当一个工件还没有在某台(些)机器

上加工过,选择另一个工件在没有加工过的机器中加工时间最长的机器来加工这个工件。

2.4排序问题O2||åCj的对等排序

排序问题O2||åCj是NP困难的,所以对等排序问题O|2|åDi也是NP困难的。

对于机器数m≥3的自由作业问题Om||Cmax和Om||åjCj,类似可以讨论其相应的对等排序问题O|m|Dmax

和O|m|åiDi,它们都是NP困难的。

3对等排序的意义

3.1与机器参数有关的优化目标

排序论发展至今已有60多年[6],无论是经典的排序问题,还是现代的排序问题,优化的目标大多数是工件

参数的函数。随着排序论应用的广泛和深入,随着从底层的微观管理逐步向中层和高层的宏观控制发展,在供

应链排序和手术排程等实际问题中已经提出、考虑和研究优化的目标与机器参数有关的排序问题。对等排序的

提出将会推动系统地研究这种排序问题。

3.2排序问题的等价性

对等排序的提出,出现了许多本质上还是原排序问题、形式上是“新”的排序问题。排序问题与其对等排序

可以说是“孪生的”一对。这两个排序问题是完全等价的。由于绝大多数的排序问题是NP困难的,因此少数性

能优良的多项式时间算法就非常“可贵”。利用对等性,可以把对等排序的那些多项式时间算法,用来分析和研

究优化的目标与机器参数有关的排序问题;也可以用多项式时间的排序算法和多项式时间的对等排序算法来分

析和研究优化目标与工件参数和机器参数都有关的排序问题。

3.3与工件参数和机器参数都有关的优化目标

对于优化目标与工件参数和机器参数都有关的排序问题,在一定情况下其对等排序的目标函数与原来的目

标函数是“相同的”,或者说是相同结构的函数,只是系数可能不同。例如,优化目标是cCmax+dDmax(其中c和d
是给定的常数,表示一定量纲的系数)和cåwjCj+d ågiDi就是如此。这2个优化目标在排序论中的涵义是很

清楚的。后者cåwjCj+d ågiDi是工件的带权总完工时间与机器的带权总完工时间之和,反映了m 台机器加

工n 个工件从开始到结束时加工工件的费用和支付机器的费用之和。这个排序问题和其对等排序有相同结构

的优化目标。

总之,分析和研究对等排序,在理论和应用两方面都是有意义的。

4对偶排序

如果在排序问题中把工件和机器看成是对偶的双方,研究这两者的对偶性,定义与原排序问题相对偶的对

偶排序,从而研究对偶排序与原排序问题之间更深刻的本质上的关系———对偶关系。这就是本文提出要研究的

排序问题的对偶理论。

1)对等排序是把原排序问题中机器和工件对换而得到的、本质上与原排序问题是“相同的”排序问题;对偶
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排序是按照一定规则构造出来,与原排序问题不同,但与之有深刻联系的排序问题。

2)引入对偶问题的目的是为了进一步研究原来的排序问题。使得优化目标为最小的排序问题的对偶问题

可以是使得优化目标为最大,一般来讲这两者优化的目标函数的结构不能“相差”太大。这些都是对偶排序与对

等排序不相同的地方。

3)从排序问题的实际背景提出合适的对偶排序是非常重要的。笔者正在考虑供应链排序和手术排程方面

的实例,因为这些实际问题的优化目标往往与工件参数和机器参数都有关,原排序问题和对等排序有相同结构

的优化目标。

4)原排序与其对偶排序之间是否存在弱对偶、强对偶等关系,是否存在对偶的“定理”和性质,是值得思考与

研究的。

正如线性规划的对偶理论[7]是线性规划发展的重要里程碑,对偶排序的提出可能会为排序论的研究提供新

的思路,推动排序论的发展。笔者将继续深入对此研究,希望排序论学界也来予以关心和展开讨论。
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Abstract:Inthispaperwestudypeer-to-peerrelationshipsofjobsandmachinesinschedulingtheory.Peerschedulingisdefinedand

appliedtosinglemachineschedulingandmulti-machineopenshopscheduling.Furthermore,jobsandmachinesareconsideredasdu-

alparties,andtheirdualityanddualschedulingareproposed.Studyofdualrelationshipsbetweenschedulinganditsdualonemaybe

anewresearchdirectioninscheduling.
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