
 2013年7月 重庆师范大学学报(自然科学版) Jul.2013
第30卷 第4期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.30 No.4

运筹学与控制论 DOI:10.11721/cqnuj20130401

广义凸函数的Hadamard不等式
*
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摘要:讨论了广义凸函数的Hadamard不等式的统一推导方法。首先,给出s-F 凸函数与r-F 凸函数概念;其次,根据条件

P1、P2及其所蕴含的等式关系,结合积分性质,分别给出了s-F 凸函数与r-F 凸函数的 Hadamard不等式;最后,将结果应

用于5类具体的广义凸函数,通过计算得到了GA-凸函数、P-凸函数、s-凸函数、几何凸函数以及r-预不变凸函数的 Had-
amard不等式。
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Hadamard不等式作为函数凸性与定积分结合所获得的结果被许多学者所关注,属于不等式理论研究范畴。

对于经典的Hadamard不等式:若f(x)为[a,b]上的凸函数,则fa+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤ 1
b-a∫

b

a
f(x)dx≤f(a)+f(b)

2
,一方

面可以就其本身加以改进和细化,另一方面,出于不等式研究和优化理论研究的需要,对凸函数通过弱化或变

换,定义各类广义凸函数,从而获得相应的广义Hadamard不等式。
文献[1-3]指出了各类广义凸函数所具有的共同特征性质,因此对于广义凸函数来说,其 Hadamard不等式

的推导可以统一处理,这正是本文所做的工作。

1概念与引理

定义1[1-3] 设集合K⊆R,称K 是关于F 的广义凸集,若存在函数F:K×K×[0,1]→R,使得 ∀λ∈[0,1],
∀x,y∈K,有F(x,y,λ)∈K。

定义2[1-3] 设K⊆R是关于F的广义凸集,称F在K 上满足条件P1、P2,若∀α,β∈[0,1],且α<β,∀x,

y∈K,有P1:F y,F(x,y,β),1-
αé

ë
êê

ù

û
úúβ
=F(x,y,α);P2:F x,F(x,y,α),β-α1-

é

ë
êê

ù

û
úúα =F(x,y,β)。

注1 满足条件P1、P2的函数F 包括

(F1)F(x,y,λ)=xλy1-λ,∀x,y∈[a,b]⊆(0,+¥),λ∈[0,1];
(F2)F(x,y,λ)=λx+(1-λ)y,∀x,y∈[a,b],λ∈[0,1];

(F3)F(x,y,λ)=[λxp+(1-λ)yp]1p,∀x,y∈[a,b]⊆(0,+¥),λ∈[0,1],p为非零常数;
(F4)F(x,y,λ)=y+λη(x,y),∀x,y∈K,λ∈[0,1],K⊆R为关于η的不变凸集,η在K 上满足条件C。
对于条件P1、P2,有如下性质。
引理1 若函数F 在K⊆R上满足条件P1、P2,则∀λ∈(0,1),∀u1,u2∈[0,1],u1≠u2,∀x,y∈K,有

F(x,y,λu1+(1-λ)u2)=F[F(x,y,u1),F(x,y,u2),λ]。
上述概念及引理参见文献[1-3]。
定义3 设K⊆R是关于F 的广义凸集,F 在K 上满足条件P1、P2,s∈(0,1]。称函数f:K→R在K 上是

s-F 凸函数,若∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,有f[F(x,y,λ)]≤λsf(x)+(1-λ)sf(y)。特别地,当s=1时,s-F 凸函

数称为F 凸函数。
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定义4 设K⊆R是关于F 的广义凸集,r∈R。称函数f:K→R+在K 上是r-F 凸函数,若
1)∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,有f[F(x,y,λ)]≤fλ(x)f1-λ(y),r=0;

2)∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,有f[F(x,y,λ)]≤[λfr(x)+(1-λ)fr(y)]
1
r,r≠0。

特别地,当r=0时,r-F 凸函数称为对数F 凸函数。

2s-F凸函数的Hadamard不等式

定理1 (s-F 凸函数的Hadamard不等式)若函数f:K→R是K 上的连续s-F 凸函数。对于实数a,b∈K,
F(b,a,0)<F(b,a,1),函数x=F(b,a,1-λ)在[0,1]严格减少且有连续导数,并且其反函数为λ=λ(x),x∈
[F(b,a,0),F(b,a,1)]。则

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx≤f(a)∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
λs(x)dx+f(b)∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
(1-λ(x))sdx (1)

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)λ′(x)dx≤-2s-1f Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

(2)

证明 因x=F(b,a,1-λ)在[0,1]严格减少,反函数为λ=λ(x),x∈[F(b,a,0),F(b,a,1)],故∀x∈
[F(b,a,0),F(b,a,1)],有x=F(b,a,1-λ(x))。于是

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx=∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(F(b,a,1-λ(x))dx≤∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
[(1-λ(x))sf(b)+λs(x)f(a)]dx=

f(a)∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
λs(x)dx+f(b)∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
(1-λ(x))sdx

故(1)式成立。

对∀λ∈[0,1],λ≠12
,此时λ≠1-λ,根据引理1,有

Fb,a,æ
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ø
÷

1
2 =Fb,a,12λ+ 1-

æ

è
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1
2
(1-λé

ë
êê

ù

û
úú)=F F(b,a,λ),F(b,a,1-λ),é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

补充定义λ=12
时,Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =F Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,é
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êê
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û
úú

1
2
,于是

f Fb,a,æ
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ç
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é
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êê

ù

û
úú

1
2 =∫

1

0
f Fb,a,æ

è
ç
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ø
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é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 dλ=∫

1

0
f F F(b,a,λ),F(b,a,1-λ),é

ë
êê

ù

û
úú

é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 dλ≤

1
2s∫

1

0
{f[F(b,a,λ)]+f[F(b,a,1-λ)]}dλ= 12s-1∫

1

0
f[F(b,a,1-λ)]dλ =

λ=λ(x)

1
2s-1∫

F(b,a,0)

F(b,a,1)
f[F(b,a,1-λ(x))]dλ(x)=- 12s-1∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)λ′(x)dx

故(2)式成立。 证毕

推论1 (GA-凸函数的Hadamard不等式)设[a,b]⊆(0,+¥),函数f(x)为[a,b]上连续的GA-凸函数,即
∀λ∈[0,1],∀x,y∈[a,b],f(xλy1-λ)≤λf(x)+(1-λ)f(y),则

a)[4]  f 1
e

bb

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

1
b-æ

è
ç

ö

ø
÷

a

≤ 1
b-a∫

b

a
f(x)dx≤ 1

lnb-lna-
a

b-
æ

è
ç

ö

ø
÷

af(a)+ b
b-a-

1
lnb-ln

æ

è
ç

ö

ø
÷

af(b) (3)

b) 1
lnb-lna∫

b

a

f(x)
x dx≥f(ab) (4)

证明 令F(x,y,λ)=xλy1-λ,∀x,y∈[a,b],λ∈[0,1],则f(x)为[a,b]上的F 凸函数(s=1)且满足定理1

诸条件。x=F(b,a,1-λ)=aλb1-λ在[0,1]严格减少,容易计算它的反函数为λ(x)=lnb-lnx
lnb-lna

。

a)将F(b,a,0)=a,F(b,a,1)=b,λ(x)=lnb-lnx
lnb-lna

,s=1代入到(1)式中计算整理得(3)式右端。再根据定

积分的定义及f的GA-凸性,就有

1
b-a∫

b

a
f(x)dx=lim

n→¥∑
n

i=1

1
nfa+i

n
(b-aæ

è
ç

ö

ø
÷)≥lim

n→¥
f ∏

n

i=1
a+i

n
(b-aæ

è
ç

ö

ø
÷)1æ

è
ç

ö

ø
÷n =lim

n→¥
fe

1
n∑

n

i=1
ln(a+i

n(b-a))

( ) =
fe

lim
n→¥

1
n∑

n

i=1
ln(a+i

n(b-a))æ

è
ç

ö

ø
÷ =fe

1
b-a∫b

alnxdx

( ) =f 1
e

bb

a
æ

è
ç
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ø
÷

a

1
b-æ
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÷

a
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故(3)式左端不等式成立。

b)将λ′(x)= -1
x(lnb-lna)

,Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = ab,s=1代入到(2)式中计算整理得到(4)式。 证毕

推论2 (P-凸函数的Hadamard不等式)设[a,b]⊆(0,+¥),函数f(x)为[a,b]上连续的P-凸函数,即∀λ∈

[0,1],∀x,y∈[a,b],f [λxp+(1-λ)yp]1p( ) ≤λf(x)+(1-λ)f(y),p为正常数,则

a) 1b-a∫
b

a
f(x)dx≤f(a) bp

bp-ap-
1

(p+1)(b-a)
bp+1-ap+1

bp-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

p + 1
(p+1)(b-a)

bp+1-ap+1

bp-ap - ap

bp-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

p f(b) (5)

b) 1
bp-ap∫

b

a
xp-1f(x)dx≥1pf ap+bp

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

p (6)

证明 F(x,y,λ)=[λxp+(1-λ)yp]1p,∀x,y∈[a,b]⊆(0,+¥),λ∈[0,1],则f(x)为[a,b]上的F 凸函数

且满足定理2诸条件。x=F(b,a,1-λ)=[λap+(1-λ)bp]1p 在[0,1]严格减少,容易计算它的反函数为λ(x)=
bp-xp

bp-ap。

将F(b,a,0)=a,F(b,a,1)=b,λ(x)=b
p-xp

bp-ap,s=1代入到(1)式中计算整理得(5)式。

将λ′(x)=-px
p-1

bp-ap ,Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = ap+bp

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1
p,s=1代入到(2)式中计算整理得到(6)式。

注2 p为正常数,保证了T(λ)在[0,1]严格减少。若p为负常数,则T(λ)在[0,1]严格增加,这对(5)式无

影响,对(6)式需稍作变化,这从(2)式的证明过程可以看出。
推论3[5] (s-预不变凸函数的Hadamard不等式)设K⊆R是关于η的不变凸集,实数a,b∈K,有η(b,a)>

0,η在K 上满足条件C,s∈(0,1]。函数f(x)为K 上连续的s-预不变凸函数,即
∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,f(y+λη(x,y))≤λsf(x)+(1-λ)sf(y)

则 2s-1f2a+η
(b,a)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤ 1
η(b,a)∫

a+η(b,a)

a
f(x)dx≤f

(a)+f(b)
s+1

(7)

证明 令F(x,y,λ)=y+λη(x,y),∀x,y∈K,λ∈[0,1],则f(x)为K 上的s-F 凸函数且满足定理1诸条

件。x=F(b,a,1-λ)=a+(1-λ)η(b,a)在[0,1]严格减少,容易计算它的反函数为λ(x)=a+η(b,a)-x
η(b,a)

,

F(b,a,0)=a,F(b,a,1)=a+η(b,a),代入到(1)式中计算整理得到(7)式右端。将λ′(x)= -1
η(b,a)

,F b,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =

2a+η(b,a)
2

代入到(2)式中计算整理得到(7)式左端。 证毕

3r-F凸函数的Hadamard不等式

定理2 (r-F 凸函数的Hadamard不等式)若函数f:K→R+是K 上的正值连续r-F 凸函数。对于实数a,
b∈K,F(b,a,0)<F(b,a,1),函数x=F(b,a,1-λ)在[0,1]严格减少且有连续导数,其反函数为λ=λ(x),x∈
[F(b,a,0),F(b,a,1)]。则

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx≤f(b)∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x)

dx,r=0 (8)

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx≤∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
[λ(x)fr(a)+(1-λ(x))fr(b)]

1
rdx,r≠0 (9)

证明 因x=F(b,a,1-λ)在[0,1]严格减少,反函数为λ=λ(x),x∈[F(b,a,0),F(b,a,1)],故∀x∈
[F(b,a,0),F(b,a,1)],有x=F(b,a,1-λ(x))。

当r=0时,有     ∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx=∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(F(b,a,1-λ(x)))dx≤

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
[f(b)]1-λ(x)·[f(a)]λ(x)dx=f(b)∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x)

dx

当r≠0时,有

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx=∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(F(b,a,1-λ(x)))dx≤∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
[λ(x)fr(a)+(1-λ(x))fr(b)]

1
rdx
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故(8)、(9)式成立。 证毕

注3 对于定理2,一般情况下,总是假定f(a)≠f(b),这是因为当f(a)=f(b)时,(8)、(9)两式都会退化为

∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx≤f(b)[F(b,a,1)-f(b,a,0)]。

推论4 (几何凸函数的Hadamard不等式)设[a,b]⊆(0,+¥),函数f(x)为[a,b]上正值连续的几何凸函

数[6],即∀λ∈[0,1],∀x,y∈[a,b],f(xλy1-λ)≤fλ(x)f1-λ(y),且bf(b)≠af(a),则

e
∫balnf(x)dx

b-a ≤ 1
b-a∫

b

a
f(x)dx≤

[bf(b)-af(a)]
lnbf(b)-lnaf(a)

lnb-lna
b-a

(10)

证明 令F(x,y,λ)=xλy1-λ,∀x,y∈[a,b],λ∈[0,1],则f(x)为[a,b]上的对数F 凸函数且满足定理2诸

条件。将F(b,a,0)=a,F(b,a,1)=b,λ(x)=lnb-lnx
lnb-lna

代入到(8)式中计算整理得到(10)式右端。其中

f(b)∫
b

a

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x)

dx=f(b)x f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x

é

ë
êê

) b

a
-∫

b

a
x f(a)

f(b
ù

û
úú)
λ(x)

·lnf
(a)

f(b)
·λ′(x)dé

ë
êê

ù

û
úúx =

bf(b)-af(a)+lnf(a)-lnf(b)
lnb-lna f(b)∫

b

a

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x)

dx

故f(b)∫
b

a

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x)

dx=
[bf(b)-af(a)](lnb-lna)
lnbf(b)-lnaf(a)

。

注意到f为正值函数,就有

1
b-a∫

b

a
f(x)dx=lim

n→¥∑
n

i=1

1
nf(a+i

n
(b-a))≥lim

n→¥∏
n

i=1
f
1
n a+i

n
(b-aæ

è
ç

ö

ø
÷)=

lim
n→¥
e
1
n∑

n

i=1
lnf a+i

n(b-a( ))
=e

lim
n→¥

1
n∑

n

i=1
lnf a+i

n(b-a( ))
=e
∫balnf(x)dx

b-a

故(10)式左端不等式成立。 证毕

注4 文献[6]中定理1的(4)式实际上是GA-凸函数的 Hadamard不等式,即本文的(3)式,这是因为几何

凸函数是GA-凸函数。结合本文(3)、(10)两式及其证明过程,对于[a,b]上的连续几何凸函数,有如下 Had-
amard型不等式链

f 1
e

bb

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

1
b-æ

è
ç

ö

ø
÷

a

≤e
∫balnf(x)dx

b-a ≤ 1
b-a∫

b

a
f(x)dx≤

[bf(b)-af(a)]
lnbf(b)-lnaf(a)

lnb-lna
b-a ≤

1
lnb-lna-

a
b-

æ

è
ç

ö

ø
÷

af(a)+ b
b-a-

1
lnb-ln

æ

è
ç

ö

ø
÷

af(b)

注意到1
e

bb

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

1
b-a

=a
1

lnb-lna-
a

b-ab
b

b-a-
1

lnb-lna,则当f为[a,b]上的GA-凸函数时可推得

f 1
e

bb

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

1
b-æ

è
ç

ö

ø
÷

a

≤ 1
lnb-lna-

a
b-

æ

è
ç

ö

ø
÷

af(a)+ b
b-a-

1
lnb-ln

æ

è
ç

ö

ø
÷

af(b)

因此,上述不等式链是当GA-凸函数加强为几何凸函数时的细化。
推论5[7] (r-预不变凸函数的 Hadamard不等式)设K⊆R是关于η的不变凸集,对于两实数a,b∈K,有

η(b,a)>0,η在K 上满足条件C。函数f(x)为K 上正值连续的r-预不变凸函数,即
∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,f(y+λη(x,y))≤fλ(x)f1-λ(y),r=0

∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,f(y+λη(x,y))≤[λfr(x)+(1-λ)fr(y)]
1
r,r≠0

且f(a)≠f(b)。则

1
η(b,a)∫

a+η(b,a)

a
f(x)dx≤ f(b)-f(a)

lnf(b)-lnf(a)
,r=0 (11)

1
η(b,a)∫

a+η(b,a)

a
f(x)dx≤f(a)f(b)lnf(b)-lnf(a)

f(b)-f(a)
,r=-1 (12)

1
η(b,a)∫

a+η(b,a)

a
f(x)dx≤ r

r+1
fr+1(b)-fr+1(a)
fr(b)-fr(a)

,r≠0,-1 (13)

证明 令F(x,y,λ)=y+λη(x,y),∀x,y∈K,λ∈[0,1],λ(x)=a+η
(b,a)-x

η(b,a)
,F(b,a,0)=a,F(b,a,1)=

a+η(b,a),λ(a)=1,λ(a+η(b,a))=0,满足定理2诸条件。
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当r=0时,将上述数据代入到(8)式中计算整理得到(11)式。其中

f(b)∫
a+η(b,a)

a

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ(x)

dx =
令λ(x)=λ

η(b,a)f(b)∫
1

0

f(a)
f(b

é

ë
êê

ù

û
úú)
λ

dλ=η(b,a)
f(b)-f(a)

lnf(b)-lnf(a)
当r=-1时,将上述数据代入到(9)式中计算整理得到(12)式。其中

∫
a+η(b,a)

a
[λ(x)f-1(a)+(1-λ(x))f-1(b)]-1dx =

令λ(x)=λ

η(b,a)∫
1

0
[λf-1(a)+(1-λ)f-1(b)]-1dλ =

令t=λf-1(a)+(1-λ)f-1(b)

η(b,a)
f-1(b)-f-1(a)∫

f-1(b)

f-1(a)
t-1dt=η(b,a)f(a)f(b)

lnf(b)-lnf(a)
f(b)-f(a)

当r≠0,-1时,将上述数据代入到(9)式中计算整理得到(13)式。其中

∫
a+η(b,a)

a
[λ(x)fr(a)+(1-λ(x))fr(b)]

1
rdx =

令λ(x)=λ

η(b,a)∫
1

0
[λfr(a)+(1-λ)fr(b)]

1
rdλ =

令t=λfr(a)+(1-λ)fr(b)

η(b,a)
fr(b)-fr(a)∫

fr(b)

fr(a)
t
1
rdt=η(b,a)

r
r+1

fr+1(b)-fr+1(a)
fr(b)-fr(a)
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Abstract:TheauthorgivesHadamardinequalitiesofgeneralizedconvexfunctions.TheconceptandHadamardinequalitiesofs-F
convexfunctionsandr-FconvexfunctionsareestablishedthroughuseconditionsP1,P2andequalityrelationbetweenthem.At
last,theauthorobtainsHadamardinequalitiesofGA-convexfunctions,P-convexfunctions,s-preinvexfunction,geometricconvex
functionsandr-preinvexfunctions.
Keywords:Hadamardinequality;s-Fconvexfunctions;r-Fconvexfunctions

(责任编辑 黄 颖)

5Vol.30No.4     JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn


