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无约束全局最优化的一种新的辅助函数法
!

吴至友，刘呈军

（重庆师范大学 数学学院，重庆 ?#$%%$）

摘要：对无约束全局最优化问题提出一种新的平稳点函数法和拟平稳点函数法，通过实现一系列局部极小化来获得问题

的全局极小。这种求解过程由局部极小化的两阶段循环组成：第一阶段对原目标函数执行局部极小化；第二阶段对提出

的这种新的平稳点函数或拟平稳点函数执行极小化，同时使得原目标函数下降。最后通过举例，并运用 @’:-’AB) $$ 进行
数值计算，结果表明：本文提出的新的平稳点函数法和拟平稳点函数法是非常有效的。
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! ! 在现实生活中，大量的自然科学和社会科学中的
问题都可以归结为全局最优化问题。当全局最优化问

题存在多个不同于全局极小点的局部极小点时，经典

的求解线性规划问题的技术不能成功地应用到非线性

全局优化问题中。而且，还缺少一个很好的判定准则

来判定一个局部极小是否为全局极小。因此，长期以

来非线性全局优化问题成为最优化领域中的一个

难点。

一般考虑如下形式的问题［"］
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其中 "#!$ 是可行域，#：!$$!是目标函数。
对于求解目标函数和约束函数（如果有的话）都

连续可微的全局优化问题，葛仁溥等首次提出了填充

函数法［%］来求解。后来张连生、吴至友等人分别对填

充函数的定义进行了改进［HFE］，在文献［E］中给出了一
种新的填充函数和拟填充函数以及相应的算法。然而

填充函数法或拟填充函数法都有一个不足，就是在极

小化填充函数或拟填充函数的时候不能直接从当前局

部极小点 !!出发，必须从点 !!的附近点出发极小化
填充函数或拟填充函数。针对这种缺陷，吴至友等人

在文献［B］中提出了一种全局下降法（平稳点函数法）
和拟全局下降法（拟平稳点函数法），这种方法的优点

在于目标函数的局部极小点 !!不是平稳点函数和拟
平稳点函数的平稳点，所以可以直接从点 !!出发极小
化辅助函数。注意到，在文献［B］中的辅助函数 %&（ ’），
#&（ ’）当 ’%# 时都为常数 $，这样平稳点函数 !&，(，!!（!）
与原问题的目标函数没有关系。针对文献［E］和［B］
的这些缺点和优点，本文提出了一种新的平稳点函数，

该新的平稳点函数避免了上面所述的缺陷。但是，平

稳点函数法在执行数值试验的搜索过程中容易跑向约

束集 "的边界点处停止，所以作者又提出了一种新的
拟平稳点函数来避免这种现象，这种新的拟平稳点函

数法在执行数值试验的搜索过程总会在约束集 " 的
内部进行。从理论分析和数值算例的结果都表明，这

种新的平稳点函数法和拟平稳点函数法是非常有效

的。

本文安排如下：第 " 节，提出一种新的平稳点函
数，并且给出相应的平稳点函数法；第 % 节，提出一种
新的拟平稳点函数及拟平稳点函数法；第 ? 节，给出数
值试验，试验的结果表明，提出的这种新的平稳点函数

法和拟平稳点函数法是有效的。

$ 一种新的平稳点函数和平稳点函数法
考虑极小化问题

（)）53(
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假设 $! #（!）在 !$ 上连续可微。

假设 "! 令 * 是极小化问题 ( )I 的所有局部极小
点的集合，令

+ J #（!） !"{ }*
假设 +是一个有限集，即极小化问题 ( )I 的局部极小
值只有有限个。

假设 %! 存在 !##"!
$，## K # 和一个箱子集 " J

! J（!$，!"，⋯，!$） ,-&!-&.-，- J $，"，⋯，{ }$ # !$ 使

得 !##""和对任意的 !"!$ L3(: "有 #（!）%#（!##）M ##，
其中 ,-，.-"!，- J $，⋯，$。
注$! 如果 #（!）满足强制性条件，即 -35

’!’$ M!
#（!）J M

!，则 #（!）满足假设 %。
注 "! 在假设 % 的条件下极小化问题 ( )I 等价于

$
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下面的极小化问题（!）
"( )! #$%!（"）

&’ (’ ""!
（!）

设 "!是满足 !（"!）&!（")
)）的一个当前局部极小点，其

中 ")
) 满足假设 *。
不 失 一 般 性，取 # + （#,，⋯，#$）

-， % +
（%,，⋯，%$）

-，") +（#, . ,，⋯，#$ . ,）-。显然，有 ")"
!$ /!和对任意的 ""!有’" . ")’%,，而且 % 是 !
中离点 ") 最远的顶点。

设 & + ""’ !（"）0 !（"!{ }），") + #$%
""&
（ !（"!）. !

（"））。如果 & + #，不妨设 ") + 1 !。
下面在文献［2］中定义的平稳点函数基础上对其

做如下的改进：

定义 ,3（平稳点）点 ") 称为函数 !（"）在集合 !
上的平稳点，如果! !（")）+ )。
定义 !3（平稳点函数）函数 ("!（"）称为极小化

问题( ), 在局部极小点 "!处的一个平稳点函数，如果
函数 ("!（"）满足下面的条件：
（ $）对任意满足 !（"）%!（"!）的点 ""!，" 都不是
函数 ("!（"）的平稳点；
（ $$）设 ""$%( ! 是函数 ("!（"）的任意局部极小
点，那么一定有 !（"）0 !（"!）；
（ $$$）如果 "!不是极小化问题 ( ), 的全局极小点，
即 &(#，则函数 ("!（"）一定在 ! 上存在一个满足下
列条件：("!（"）0 ("!（"!）和对 "") ! 有 ("!（"）0
("!（"）的一个局部极小点 "，显然 " 一定是 ("!（"）的
平稳点。

对任意的 ) 4 )，* 4 )，设

+)，*（ ,）+

5
,
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) . !*
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（6）

其中 !)（ ,）是文献［2］中所定义的函数。容易验证
+)，*（ ,）和 !)（ ,）在 !上都是连续可微的。
本文给出如下形式的一种新的平稳点函数

#)，*，"!（"）+ ,
’" . ")’

+)，*（ !（"）. !（"!））1

!)（ !（"）. !（"!））
（7）

注意到 "!不是函数 #)，*，"!（"）的平稳点。

定义 - + ,
’% . ")’

!，下面讨论这种新的平稳点

函数 #)，*，"!（"）的一些重要性质。
定理 ,3 如果假设 ,，* 成立，那么对于任意的 ) 4

)，* 4 .

!-
（其中 . + #89

""!
’"!（ "）’）时函数#)，*，"!（"）

满足下面的条件：

（ $）如果 ""!满足 !（"）%!（"!），则 " 不是函数
#)，*，"!（"）的平稳点；
（ $$）设 ""$%( ! 是函数 #)，*，"!（"）的任意局部极
小点，那么一定有 !（"）0 !（"!）。
证明3（ $）由（7）式，有

"#)，*，"!（"）+ .
" . ")

’" . ")’
*+)，*（ !（"）. !（"!））1

,
’" . ")’

+/)，*（ !（"）. !（"!））"!（"）1

!/)（ !（"）. !（"!））"!（"）
如果 !（"）%!（"!），则有

"#)，*，"!（"）+ .
" . ")

’" . ")’
* 5

!（"）. !（"!）
* 1

,
*

,
’" . ")’

5
!（"）. !（"!）

* "!（"）+

,
’" . ")’

5
!（"）. !（"!）

* .
" . ")

’" . ")’
! 1 ,

* "!（"( )）
因为 - + ,

’% . ")’
!，* 4 .

!-
，其中 . + #89

""!
’"!（"）’，

所以
,

’" . ")’
%!-，’" !（ "）’& .。因此，’ .

" . ")

’" . ")’
! 1 ,

* " ! （ " ） ’ %

,
’" . ")’

. ,
* ’"!（"）’ % !- . .

* 4 )，即

.
" . ")

’" . ")’
! 1 ,

* "!（"）()，因此"#)，*，"!（"）()。从

而满足上述条件的 " 一定不是函数 #)，*，"!（"）的平稳
点。

（ $$）设 ""$%( !是函数 #)，*，"!（"）的一个局部极
小点。如果 !（ "）% !（ "!），那么 "#)，*，"!（ "）+

,
’" . ")’

5
!（"）. !（"!）

* .
" . ")

’" . ")’
! 1 ,

* "!（"( )）。因为 *

4 .

!-
，所以由（ $）的证明可知"#)，*，"!（"）()，因此 "

不是函数 #)，*，"!（"）的平稳点，从而 " 不是函数 #)，*，"!

（"）的极值点，这与设 " 是函数 #)，*，"!（"）的一个局部
极小点矛盾。所以，!（"）0 !（"!）。 证毕

定理 !3 假设
（ $）假设 ,，!，* 成立；
（ $$）&(#，即 "!不是极小化问题（,）的一个全局

极小点。那么当参数 ) 满足 ) 0 )&
")

! 时，对任意的

""&是函数 #)，*，"!（"）在 !上的一个局部极小点和一
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个平稳点，而且有 !!，"，#!（#）! !!，"，#!（#!）和对任意的
#")"有 !!，"，#!（#）! !!，"，#!（#）。
证 明 " 由 假 设 # 和 $ ( ! 可 知，

%（#!）$ %（#） #"{ }$ 是一个非空有限集合。由#% &
’()
#"$
（ %（#!）$ %（#））可知 #% * %，对任意的 #"$ 和参数

!满足 % ! !&
#%

# 时有 %（#）$ %（#!）& $ #%& $#! ! $ !，

由假设 + 中 %（ #）的连续性和 #"$ 可知，存在一个邻
域 &（#，$%）使得对任意的 #"&（#，$%）有 %（#）$ %（#!）
! $ !和 %（#）%%（#）。所以对任意的#"&（#，$%）时有
’!，"（ %（#）$ %（#!））& %，’(!，"（ %（#）$ %（#!））& %，%!（ %
（#）$ %（#!））& %（#）$ %（#!）, !%%（#）$ %（#!）, !，"
%（#）& %。

对任意的 #"&（#，$%），% ! !&
#%

# 有

!!，"，#!（#）& +
’# $ #%’

’!，"（ %（#）$ %（#!））,

%!（ %（#）$ %（#!）） & %（#）$ %（#!）, !%
%（#）$ %（#!）, ! & !!，"，#!（#）

和"!!，"，#!（#）& %。因为 #"$#()- "，所以对任意的 #
"$ 是函数 !!，"，#!（#）在 " 上的一个局部极小点和一
个平稳点。而且 !!，"，#!（#）& %（#）$ %（#!）, ! ! % ! +

! +
’#! $ #%’

, + & !!，"，#!（#!）和对任意的 #")" 因

为有 %（#）%%（#!）, %%，所以对任意的 #")"有 !!，"，#!

（#）& +
’# $ #%’

’!，"（ %（ #）$ %（ #!））, %!（ %（#）$ %

（#!））& +
’# $ #%’

.
%（#）$ %（#!）

" , + * +
’# $ #%’

, + * % * %

（#）$ %（#!）, ! & !!，"，#!（#）。 证毕

由函数 !!，"，#!（#）上面的两个性质和定义 + 可知，
函数 !!，"，#!（#）是一个平稳点函数。下面，将利用所给
的这个新的平稳点函数提出一种求解无约束全局极小

化问题（+）的一种新的全局极小化方法：一种新的平
稳点函数法，记作 /012。
算法 /012：
步骤 +" 选取一个小的正数 % * % 作为参数 !的终

止值，选取一个较大的正数 ) * % 作为参数 " 的终止
值，选取一个点 #%"!

* 3"，使得对任意的 #""满足’
# $ #%’%+，选取一个初始点 #%

%""使得 #%
% 满足假设

4。
设 !% 和 "% 分别为参数 !和 "的初始值，令+：& %。
步骤 #" 从 #%

+ 出发，利用局部极小化的方法，得到

极小化问题（+）的一个局部极小点 #!+ 。

步骤 4 " 设 !!，"，#!（ #）& +
’# $ #%’

’!，"（ %（ #）$

%（#!））, %!（ %（#）$ %（#!）），其中 ’!，"（ ,），%!（ ,）分别由

（4）式和（5）式给定。用局部极小化方法求解下面的
问题（6）。

’()
78 -- #""

!!，"，#!（#） （6）

设#!，"，#!+ 是极小化问题（6）得到的一个局部极小点，如
果 %（#!，"，#!+ ）! %（#!+ ），设 #%

+ , + 9 & #!，"，#!+ ，+ 9 & + , +，转
步骤 #；否则进行步骤 5。
步骤 5" 如果 " !)，通过设 "9 & +%"增加 "，然后

转步骤 4；否则转步骤 :。

步骤 :" 如果 ! * %，设 " & "%，通过设 !：& !
+%来减

小 !，然后转步骤 4；否则，停止。并且 #!+ 是极小化问
题（+）的一个近似全局极小点。
注 4" 通常情况下，假设 4 的验证并不容易。但

是，在许多情况下，不需要验证，因为如果 %（#）满足强
制性条件，取一个较大的箱子集 "即可。
注 5" 在局部极小化问题（6）时，可以通过从包含

点 #!+ 的 "内任一点出发，而不一定是 #!+ 。可以试图
选择很多的初始点来获得满足 %（#!，"，#!+ ）! %（#!+ ）的局
部极小点#!，"，#!+ 。

# 一种新的拟平稳点函数和拟平稳点函
数法

平稳点函数法在执行数值试验时搜索过程很容易

跑向 "的边界点 .处停止，所以下面提出一种新的拟
平稳点函数来避免这种现象，这种新的拟平稳点函数

法在执行数值试验时搜索过程总会在 "的内部进行。
首先给出一种新的拟平稳点函数，然后提出一种

相应的求解算法，称之 为 拟 平 稳 点 函 数 算 法

（;/012）。
对任意的 ! * % 和任意给定的 / * %，在文献［6］中

定义了如下形式的函数

0!，/（ ,）&

, , !，,& $ !
! $ #
!4

,4 , ! $ 4
!#

,# , +，$ ! ! ,&%

+，% ! ,&+

$ 5/ $ #
!4

,4 , 6/( )$ 4 !( ), #
!4

,#

$ 6/( )$ 4 # , #( )!
!4

, , 5/ $ # ,（6/ $ 4）!
!4

, +，

" " " " " " " " " " " " " " +&,&+ , !
#/，, * !



















, +
（<）

这里 /是一个给定的常数且 /%+，函数 0!，/（ ,）在
!上是连续可微的。
提出如下形式的一种新的拟平稳点函数

1!，"，/，#!（#）& +
’# $ #%’

’!，"（ %（#）$ %（#!））,
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!"，#（ $（%）! $（%!）） （"）
其中 &"，’（ (）由（#）式给定。
下面讨论函数 )"，’，#，%!（%）的一些重要的性质。
定理 #$ 如果假设 # 成立，对任意的参数 " % &，%，

%*"!且 %，%*(%!，那么函数 )"，’，#，%!（%）满足下面的
条件：

（ ’）设 + ( )*+
%"!
’"$（%）’和 ’ % +

!,
，如果 &&$（%）

! $（%!）&, 或 $（%）! $（%!）%, - "，则点 % 不是函数
)"，’，#，%!（%）的平稳点；
（ ’’）对满足 , . $（%*）! $（%!）. , - " 的 $（%）的平
稳点 %*不是函数 )"，’，#，%!（%）的平稳点。
证明$ 由（"）式，有

")"，’，#，%!（%）( !
% ! %&

’% ! %&’
#&"，’（ $（%）! $（%!））-

,
’% ! %&’

&-"，’（ $（%）! $（%!））"$（%）-

!-"，#（ $（%）! $（%!））"$（%）
如果 $（%）%$（%!），那么

")"，’，#，%!（%）( !
% ! %&

’% ! %&’
# /

$（%）! $（%!）
’ -

,
’

,
’% ! %&’

/
$（%）! $（%!）

’ "$（%）-

!-"，#（ $（%）! $（%!））"$（%）
（’）如果 &&$（%）! $（%!）&, 或 $（%）! $（%!）%

, - "，且 + ( )*+
%"!
’"$（%）’和 ’ % +

!,
，则有

")"，’，#，%!（%）( !
% ! %&

’% ! %&’
# /

$（%）! $（%!）
’ -

,
’

,
’% ! %&’

/
$（%）! $（%!）

’ "$（%）(

,
’% ! %&’

/
$（%）! $（%!）

’ !
% ! %&

’% ! %&’
0 - ,

’ "$（%( )）(&

（由定理 ,（ ’）的证明可得）。所以，满足上述条件的点
%不是函数 )"，’，#，%!（%）的平稳点；
（’’）由 , . $（%*）! $（%!）., - "和"$（%*）(&，有

")"，’，#，%!（%*）( !
%* ! %&

’%* ! %&’
# /

$（%*）! $（%!）
’ (&

所以满足上述条件的 %*不是函数 )"，’，#，%!（ %）的
平稳点。 证毕

定理 1$ 假设
（ ’）假设 ,，0，# 成立；
（ ’’）.("，即 %!不是极小化问题（,）的一个全局
极小点，那么

!当参数 "满足 & . "&
#&

0 时，对任意的 %". 是函

数 )"，’，#，%!（%）在 ! 上的一个局部极小点和一个平稳

点。而且有 )"，’，#，%!（ %）. )"，’，#，%!（ %!）和对任意的 %
")!，#%, 有 )"，’，#，%!（%）. )"，’，#，%!（%）。

"对任意的 " % &，’ % &，任意的 % 满足 $（ %）&
$（%!）! 0" 时 % 一定都是满足 )"，’，#，%!（ %） .
)"，’，#，%!（%!）且对任意的 /")! 有 )"，’，#，%!（ %）.
)"，’，#，%!（/）的函数 )"，’，#，%!（%）的局部极小点和平稳点。
证明$ !由 假 设 0 和 . ( " 可 知，

$（%!）! $（%） %"{ }. 是一个非空有限集合。由#& (
)’2
%".
（ $（ %!）! $（ %））有 #& % &，且对任意的 %". 和

& . "&
#&

0 ，有 $（%）! $（%!）& ! #&& ! 0" . ! "，由假设

,中 $（%）的连续性且 %".可知，存在一个邻域0（%，$&）
使得对任意的 %"0（%，$&）有 $（%）! $（%!）. ! " 和 $
（%）%$（%），所以对任意的 %"0（%，$&）时有 &"，’（ $（%）
! $（ %!））( &，&-"，’（ $（ %）! $（ %!））( &，!"，#（$（%）! $
（%!））( $（%）! $（%!）- "%$（%）! $（%!）- "，"$（%）(
&。因此对任意的 %"0（%，$&），有

)"，’，#，%!（%）( ,
’% ! %&’

&"，’（ $（%）! $（%!））-

!"，#（ $（%）! $（%!））( $（%）! $（%!）- "%$（%）!
$（%!）- " ( )"，’，#，%!（%）和")"，’，#，%!（%）( &。又因

为 %".#’23 !，所以当 & . "&
#&

0 时，对任意 %". 是函

数 )"，’，#，%!（%）在 ! 上的一个局部极小点和一个平稳
点。而且

)"，’，#，%!（%）( ,
’% ! %&’

&"，’（ $（%）! $（%!））-

!"，#（ $（%）! $（%!））( $（%）! $（%!）- " . & . , .
,

’%! ! %&’
- , ( )"，’，#，%!（ %!）和对任意的 %"

)!，由假设 # 有 $（%）%$（%!）- $&，所以对任意的 %")
!，#%, 有

)"，’，#，%!（%）( ,
’% ! %&’

&"，’（ $（%）! $（%!））-

!"，#（ $（%）! $（%!））% ,
’% ! %&’

/
$（%）! $（%!）

’ - , %

,
’% ! %&’

- , % & % $（%）! $（%!）- " ( )"，’，#，%!（%）

" 类似!可以得到证明。 证毕

定理 4$ 设假设 # 成立，%是函数 )"，’，#，%!（%）在 !
上从点 %!出发极小化得到的一个局部极小点，那么对
任意的 " - ,&$& 和 #%,，有 %"’23 !，并且 % 是函数
)"，’，#，%!（ %）的一个平稳点。其中 $& 是由假设 # 确定
的。

证明$ 对任意的 %")! 和 " - ,& $& 有 $（ %）%
$（%!）- $&%$（%!）- " - ,，即有 $（%）! $（%!）%" - ,。
因此对任意的 %")!和 " - ,&$& 有
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!"，#，$，%!（%）! "
’% # %$’

&"，#（ ’（%）# ’（%!））%

("，$（ ’（%）# ’（%!））! "
’% # %$’

&
’（%）# ’（%!）

# % ’$ (

"
’% # %$’

% ’$ ( ’$

!"，#，$，%!（%!）! "
’%! # %$’

&"，#（ ’（%!）# ’（%!））%

("，$（ ’（%!）# ’（%!））! "
’%! # %$’

% "&" % " ! ’

因为 $%"，所以 !"，#，$，%!（ %）( !"，#，$，%!（ %!）。又因为
!"，#，$，%!（%!）%!"，#，$，%!（%），所以对任意的 " % " #’$ 和
$%"时有 !"，#，$，%!（%）( !"，#，$，%!（%），故 %")*+ !。又因
为 % 是函数 !"，#，$，%!（%）的局部极小点，所以 % 是函数
!"，#，$，%!（%）的一个平稳点。 证毕

由函数 !"，#，$，%!（ %）的以上 , 个性质和定义 ’ 可
知，函数 !"，#，$，%!（%）具有定义 ’ 几乎所有好的性质，所
以称函数 !"，#，$，%!（ %）是一个新的拟平稳点函数。下
面，将利用所给的这个新的拟平稳点函数提出一种求

解无约束全局极小化问题（"）的一种新的全局极小化
方法：一种新的拟平稳点函数法，记作 -./01。
算法 -./01：
步骤 "2 选取一个小的正数 " ( $ 作为参数 "的终

止值，选取一个较大的正数 ) ( $ 作为参数 # 的终止
值，选取一个点 %$"!

* 3!使得对任意的 %"!满足’
% # %$’%"，选取一个初始点 %$$"!使得 %$$ 满足假设
,。设 "$，#$ 分别为参数 "，#的初始值，令+4 ! $。
步骤 ’2 从 %$+ 出发，利用局部极小化的方法，得到

极小化问题（"）的一个局部极小点 %!+ 。

步骤 ,2 设 !"，#，$，%!（%）! "
’% # %$’

5

&"，#（ ’（%）# ’（%!））% ("，$（ ’（ %） # ’（ %!）），其中
&"，#（ ,），("，$（ ,）分别由（,）式和（6）式给定。用局部极
小化方法求解下面的问题（7）

8)*
9: +- %"!

!"，#，$，%!（%） （7）

设%"，#，$，%!+ 是极小化问题（7）得到的一个局部极小点，
如果 ’（ %"，#，$，%!+ ） ; ’（ %!+ ），设 %$+ % " 4 ! %"，#，$，%!+ ，

+4 ! + % "，转步骤 ’；否则进行步骤 <。
步骤 <2 如果 # ;)，通过设 #4 ! "$#增加 #，然后

转步骤 ,；否则转步骤 =。

步骤 =2 如果 " ( "，设 # ! #$，通过设 "4 ! "
"$来减

小 "，然后转步骤 ,；否则，停止。并且 %!+ 是极小化问
题（"）的一个近似全局极小点。

, 数值计算
应用算法 ./01 和算法 -./01 来求解一些著名

的检验函数的全局极小点。在后面的算例中，在算法

./01步骤 " 中，取 " ! "$ #"$，) ! "$"$，"$ ! "，#$ ! "$$；
在算法 -./01步骤 " 中，取 " ! "$ #"$，) ! "$"$，"$ ! "，
#$ ! "$$，$ ! "。
例 "2 >?@A9+&)*. ( )/B)C& > # / *( )! ’ ［"］

8)*
%，/

’0（%，/）!［" %（% % / % "）’（"7 # "<% % ,%’ #

"</ % D%/ % ,/’）］ 5［,$ %（’% # ,/）’（"E # ,’% %
"’%’ % <E/ # ,D%/ % ’6/’）］

容易验证函数 ’0（ %，/）是强制的，在本例中取
! ! （%，/） # ,&%&,，# ,&/&{ }, ，并 且 取 %$ !
（<，<），%$$ !（"，"）。通过算法 ./01和算法 -./01解
出的全局极小点是 %! !（ # $- $$$ $，# "- $$$ $），全局
极小值为 ’（%!）! ,- $$$ $，迭代次数都是两次。
例 ’2 .)FGHI8J KL8&@GMLCN（* ! ’）［E］

8)* ’1（%）! <%’" # ’- "%
<
" % %D" 2 , # %"%’ # <%

’
’ % <%

<
’

在本例中取 ! !｛（ %"，%’） # ,&%"&,，# ,&
%’&,｝，并且取 %$ !（<，<），%$$ !（$，$）。应用算法
./01解出的全局极小点是 %! !（$- $E7 E，$- 6"’ 6），
并且全局极小值为 ’（ %!）! # "- $," D。应用算法
-./01 解出的全局极小点也是 %! !（ $- $E7 E，
$O 6"’ 6），并且全局极小值为 ’（%!）! # "- $," D。它
们的迭代次数都是两次，只是在第一次极小化函数

!"，#，$，%!（%）时得到的局部极小点和局部极小值不同。

< 结论
在本文中详细地介绍了对无约束全局最优化的一

种新的平稳点函数法和拟平稳点函数法，这种方法只

需要调用局部搜索方法就能求得全局最优解，这是由

于作者提出的平稳点函数和拟平稳点函数具有非常好

的性质。在提出的这两种算法中应用了 1L+@LM6: ""
最优化工具箱的最优化子程序，从计算的结果看，这种

新的平稳点函数法和拟平稳点函数法是非常有效的。
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