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二阶线性系统族的共同二次Lyapunov函数
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摘要:研究了二阶线性系统族共同二次Lyapunov函数的存在性问题。系统模型为∑Ai:x(t)=Aix(t),其中Ai∈

R2×2为 Hurwitz常矩阵。借助Lyapunov稳定性理论和矩阵理论,对子系统矩阵包含有限个对角阵和有限个具有复

数特征值矩阵的二阶系统族,分3种情况证明了其存在共同二次Lyapunov函数,将存在共同二次Lyapunov函数的

充分条件转化为若干个代数不等式,并基于定理的证明过程给出了一个共同二次Lyapunov函数的求法。验证该充

分条件容易在计算机上编程实现,从而具有较强的工程实用性。最后通过数值算例来验证了该充分条件的有效性

以及更低的保守性。
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近年来,切换系统共同Lyapunov函数的存在问题是一个研究热点[1-10]。在切换系统稳定性分析中,首
要的问题是当切换序列不受限制时系统能保持稳定。常用的处理方法是构造共同Lyapunov函数。文献

[1-2]给出了共同二次Lyapunov函数存在的Lie代数条件;文献[3]给出了平面系统具有共同二次Lya-
punov函数的充分必要条件;文献[4]基于矩阵的凸组合稳定性分析对两个二阶线性时不变系统存在共同

Lyapunov函数提出了充分必要条件;关于切换线性系统的稳定性问题,文献[5]对近期研究所得到的主要成

果作出了综述和总结;文献[6]对给定的稳定三阶系统给出了寻找二次Lyapunov函数集的方法;文献[7]对

于包含有限个线性时不变子系统的切换系统给出了存在共同二次Lyapunov函数的必要条件;Margaliot
等[8]在继承变分思想的基础上,精确描述了二阶双线性系统与切换系统的稳定性之间的内在联系;文献[9]

基于相平面的极坐标表示,给出了实现二阶切换系统指数镇定的两种策略,并对偶地考虑了反切换镇定问

题;文献[10]给出了二阶和三阶正线性系统族共同Lyapunov函数的存在条件。

本文按照子系统矩阵特征值的不同情况给出了具有代表性的几类二阶线性系统族存在共同Lyapunov
函数的充分条件,并提出了寻找共同二次Lyapunov函数的方法。给出的条件易于构造,方法易于在计算上

编程实现,从而具有较强的工程实用性。

1问题描述

考虑如下的线性系统族

∑Ai:x
·(t)=Aix(t), (1)

其中t≥0,Ai∈Rn×n为常矩阵,i=1,2,…,N,N 为有限的整数。

本文研究系统族(1)的共同二次Lyapunov函数问题,其中Ai∈R2×2,i=1,2,…,N。众所周知,存在这

样的共同二次Lyapunov函数能保证切换系统x
·
=Aσ(t)x 在任意切换序列作用下渐近稳定。其中σ(t):
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[0,+¥)→Λ={A1,A2,…,AN}。

关键问题是判断系统是否存在共同二次Lyapunov函数以及如何构造该函数。

2主要结果

定理1 对于系统族(1),若Ai∈R2×2,i∈{1,2,…,N},且有m 个系统矩阵为形如Ar=
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,其中r=1,…,m,q=1,…,l且m+l=N,参数ar,br,αq<0,βqγq<0,

若下式成立,则系统族存在共同二次Lyapunov函数。
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式中ωq= -βqγq。
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ar ξr

0 b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r

,r=1,…,m,其特征值为ar,br,构造正定矩阵P=
1 0

0
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
,则

AT
rP+PAr=

ar 0

ξr μb

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
+

ar ξr

0 μb

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
=
2ar ξr

ξr 2μb

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r

。

令 AT
rP+PAr >0,解得当μ∈Ir= ξ2r
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当(2)式成立时,(3)式与(4)式同时成立。任取μ∈(∩
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若定理1中具有负实数特征值的系统矩阵全为下三角阵,则有下面的定理。定理的证明过程与定理1
相似,故略去不写。
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定理2 对于系统族(1),若Ai∈R2×2,i∈{1,2,…,N},且有m 个系统矩阵为形如Ar=
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,其中r=1,…,m,q=1,…,l且m+l=N,参数ar,br,αq<0,βqγq<0,

若下式成立,则系统族存在共同二次Lyapunov函数。
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式中ωq= -βqγq。

更一般地,在定理1和定理2的基础上,有下面的定理。

定理3 对于系统族(1),若Ai∈R2×2,i∈{1,2,…,N},且有m 个系统矩阵形如Ar=
ar cr
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,其中参数ar,αq<0,crdr>0,arbr-crdr>0,βqγq<0,r=1,…,m,q=1,…,l且m+

l=N,若下式成立,则系统族存在共同二次Lyapunov函数。
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式中ηr= arbr(arbr-crdr),ωq= -βqγq。
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令 AT
rA+PAr >0,有4μarbr-(cr+μdr)2>0,即

d2rμ2-(4arbr-2crdr)μ+c2r<0。 (7)
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3算例
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不等式(6)成立。由定理3,系统族必存在共同二次Lyapunov函数。实际上,若取μ=2,则得到系统族的一

个共同二次Lyapunov函数V(x)=x21+2x22。

4结论

探讨了二阶系统族存在共同二次Lyapunov函数问题。本文的主要贡献是证明了在适当条件下二阶系

统族存在共同Lyapunov函数,对给定的二阶系统族提供了寻找共同二次Lyapunov函数的方法。给出的方

法易于在计算上编程实现,具有较强的工程实用性。文中给出实例用以验证结果。
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CommonQuadraticLyapunovFunctionsforSecondOrderLinearSystems

ZHAOJun1,2,GAOYan1

(1.Dept.ofMathematicsandPhysics,HubeiUniversityofMedicine,ShiyanHubei442000;

2.BusinessSchool,UniversityofShanghaiforScienceandTechnology,Shanghai200093,China)

Abstract:TheexistenceofthecommonquadraticLyapunovfunctionsofasetofsecondorderlinearsystemsisinvestigated.

Forasetofgivensecondorderlinearsystems∑Ai:x(t)=Aix(t),whereAi∈R2×2isHurwitzmatrix,itisprovedthatthere

existcommonquadraticLyapunovfunctions.TheproposedsufficientconditionsoftheexistenceofcommonquadraticLya-
punovfunctionsareobtainedinformofalgebrainequalities.AndthemethodofseekingacommonquadraticLyapunovfunction

isalsogiven.Itisconvenienttoverifytheconditionsbycomputerprogramming.Finally,numericalexamplesaregivento

showtheeffectivenessoftheobtainedresults.
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