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摘要：利用 K://方程，递归数列，同余式和平方剩余几种初等方法证明了不定方程 !% L "J M $%*$" 仅有整数解（ N %，
#），（$%，O I）；在证明该结论的过程中，同时证明了不定方程 !% L $ M I$J$" 仅有整数解（!，$）M（ N $，#），从而给出
了不定方程 !% L "J M $%*$" 的全部整数解。
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关于不定方程 !% % "J # &$"（& ’ #）已有不少研究工作。当 &无 G( " $形的素因数时，其全部整数解已
由柯召、孙琦、曹珍富等人得到［$FI］。但是当 &含有 G( " $形的素因数时，方程的求解比较困难。本文运用 K://
方程，递归数列及同余的方法证明了当 & # $%*时，不定方程 !% " "J # &$" 仅有整数解（ N%，#），（$%，OI）。
引理 $［%］! 不定方程 I!I ) %$" # $ 仅有整数解（!，$）M（$，$），（$，N $），（ N $，$），（ N $，N $）。
引理 "［%］! 不定方程 !" ) $#Q$I # $ 仅有整数解（!，$）M（ O $，#）。
引理 %［%］! 不定方程 !I ) %$" # $ 仅有整数解（!，$）M（ O $，#）。
引理 I［%］! 不定方程 !" ) "J$I # $ 仅有整数解（!，$）M（ O $，#）。
引理 E［E］! 不定方程

!% " $ # I$J$" （$）
仅有整数解（!，$）#（ ) $，#）。
证明! 因为（! " $，!" ) ! " $）# $ 或 %，故方程（$）式给出下列 I 种可能的分解［J**］。
$）! L $ M I$J+"，!" N ! L $ M ,"，$ M +,，（+，,）M $；
"）! L $ M %+"，!" N ! L $ M $%*,"，$ M +,，（+，,）M $；
%）! L $ M $%*+"，!" N ! L $ M %,"，$ M +,，（+，,）M $；
I）! L $ M +"，!" N ! L $ M I$J,"，$ M +,，（+，,）M $。
以下分别讨论这 I 种情形所给的（$）式的整数解。
$）解分解 $）的第二式得 ! # # 或 $，代入 ! " $ # I$J+" 均不成立，所以该情形无（$）式的整数解。
"）将分解 "）的第二式化为（"! N $）" N $%*（",）" M N %，把分解 "）的第一式代入得 *（"+" N $）" N $%*

（",）" M N %，所以 % R ,，从而有 * R%，矛盾。所以该情形无（$）式的整数解。
%）将分解 %）的第二式化为（"! N $）" N %（",）" M N %，把分解 %）的第一式代入得（"JQ+" N %）" N %（",）" M

N %，所以 % R +。令 + M %-，则有（",）" N %（Q%I-" N $）" M $，从而有

", "（Q%I-" ) $）!% # !. " $.!% #（" "!%）
.
，." !

其中 " "!% 为 K://方程 /" ) %0" # $ 的基本解，所以有 Q%I-" M $. L $。当 " 1 . 时，" R $.，则 $. L $#$（7,S
"），而 Q%I-"##（7,S "），矛盾。所以 .# O（7,S I）。
当 . # I2 ) $ 时，有

Q%I-" M $I2 N $ L $ M N !I2 L "$I2 L $ M N（$ L G$""2）L I!"2$"2 L $ M "$"2（"!"2 N %$"2）M "$"2!"2 N $

即 I$J-" M $"2!"2 N $。由于

（$"2，!"2)$）#（$"2，"!"2 ) %$"2）#（$"2，"!"2）#（$"2，"）# "
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所以有下列情形之一成立：!）!"" # $%&#"，$"" ’ ( # "%"；)）!"" # "#"，$"" ’ ( # $%&%"；*）!"" # +#"，$"" ’ ( #
",$%"；-）!"" # ",$#"，$"" ’ ( # +%"。其中 & # "#%。
由 !）得 &%& ’ %!"

"" ’ ( # (，由引理 ( 可知 !"" ’ ( # . (，则 " ’ /或 (。当 " ’ /时，得 !"" # /，# # /，& # /，
得到（(）式的平凡解（$，!）#（ ’ (，/）。当 " ’ ( 时，得 !"" ’ & 代入 !"" ’ $%&#" 不成立。

由 )）得 $%&"%& ’ %!"
"" ’ ( # (，从而有 % (，这不可能。

由 *）得 $"
"" ’ (/$#& # (，由引理 " 可知 $"" # . (，则 " ’ / ，得到（(）式的平凡解（$，!）#（ ’ (，/）。

由 -）得 %+%& ’ %!"
"" ’ ( # (，从而有 % 0(，这不可能。

从而 ( ’ &" ) ( 时得到（(）式的平凡解（$，!）#（ ’ (，/）。
当 ( ’ &" * ( 时，可得 &(,&" # !"" 1 ($""。由于

（!""*(，$""）’（$"" * "!""，$""）’（"!""，$""）’（!""，$""）’ (
所以有下列情形之一成立：2）!""*( ’ &(,#"，$"" ’ %" ；3）!"" 1 ( # #"，$"" # &(,%"；4）!"" 1 ( # %#"，$"" #

(%5%"；6）!"" 1 ( # (%5#"，$"" # %%"。其中 & # #%。
由 2）得 %& ’ %!"

"" # (，由引理 % 可知 !"" ’ / ，则 " # /，将 !""*( ’ ( 代入前式，这不可能。
由 3）得 &(,"%& ’ %!"

"" # (，从而有 % 0(，不成立。
由 4）得 $"

"" 1 ( ’ ",#& # /，由引理 & 得 $"" 1 ( # (，则 " # /。当 " # / 时，代入 $"" ’ (%5%" 不成立。
由 6）得 5%& ’ %!"

"" # (，从而有 % 0(，不成立。从而当 ( # &" 1 ( 时方程（(）式无解。
故情形 %）得到（(）式的整数解（$，!）’（ ) (，/）。
&）由 $" ) $ * ( ’ &(,+" 得（"$ ’ (）" ’ &(,（"+）" # ’ %，把 $ 1 ( # ," 代入得（"," ’ %）" ’ &(,（"+）" # ’ %。
若 ," # (，则 $ # /，此时（(）式无整数解。所以不妨设 ,"$"，则 "," ’ % 7 /。从而有

"," ) % * "+ !&(, ’ $( * !( !&(, ’（(( %(% * !88& &(,）（,( * +( !&(,）’

（(( %(% * !88& &(,）（$8 %"" +&, * !& (,$ "+$ &(,）
(
，(" ! （"）

其中（(( %(% * !88& &(,）给出 92::方程 -" ) &(,." ’ ) %的最小正整数解， !$8 %"" +&, 1 & (,$ "+$ &(,为
92::方程 -" ) &(,." ’ ( 的基本解。对（"）式取模 5 得到

"," ) % * "+ !&(, # !8 &(,（;<- 5）
即得 "," ) % # /（;<- 5），则 ,"#+（;<- 5），这不可能。所以该情形无（(）式的整数解。
综合 & 种情形的讨论结果知，方程（(）式仅有整数解（$，!）#（ ’ (，/）。 证毕

定理= 不定方程
$% * ", ’ (%5!" （%）

仅有整数解（$，!）’（ ) %，/），（(%，/ &）。
证明= 当 % $时，可知 5 !，设 $ ’ %$( ，! ’ 5!( ，则（%）式化为 $%( 1 ( # &(,!"(。由引理 8 知 $( ’ ) (，!(

’ /，故 $ # ’ %，! # /。
当 % ! $时，将方程（%）式化为（$ 1 %）（$" ’ %$ 1 5）# (%5!"，易知（$ 1 %，$" ’ %$ 1 5）# (，故不定方程

（%）式有下列可能的分解［+］。
(）$ * % ’ (%5,"，$" ) %$ * 5 ’ +" ，! ’ ,+；
"）$ * % ’ ,"，$" ) %$ * 5 ’ (%5+" ，! ’ ,+。
以下分别讨论这情形所给出的（%）式的整数解。
(）由 $" ) %$ * 5 ’ +"得（"$ ’ %）" ’（"+）" # ’ ",，解得 $ ’ ) 8，$，/，% ，均不满足 $ 1 % # (%5,"，故该情形

无不定方程（%）式的解。
"）将 $" ) %$ * 5 ’ (%5+" 化为（"$ ) %）" ) (%5（"+）" ’ ) ", ，易知方程 -" ) (%5." ’ ) ",的全部整数
解由以下 & 个非结合类给出。

$( * !( !(%5 ’ /（"% * !" (%5）（,( * +( !(%5）’ /（"% * !" (%5）（,, 8+% "8/ * !+ 8,$ $"5 (%5）
(
（&）

= $( * !( !(%5 ’ /（ ) "% * !" (%5）（,( * +( !(%5）’ /（ ) "% * !" (%5）（,, 8+% "8/ * !+ 8,$ $"5 (%5）
(

（8）
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! !"# $ %"# !"#$ & ’（%&’ $ !(& "#$）（(# $ )# !"#$）& ’（%&’ $ !(& "#$）（&& (%# ’() $ !% (&* *’$ "#$）
#

（%）

! !"# $ %"# !"#$ & ’（* %&’ $ !(& "#$）（(# $ )# !"#$）& ’（* %&’ $ !(& "#$）（&& (%# ’() $ !% (&* *’$ "#$）
#

（&）

其中 #"!， !&& (%# ’() + % (&* *’$ "#$是 ,-..方程 +’ * "#$,’ & "的基本解，因此有 ’! * #可能取 / !#，/

!#，/ !"#，/ !"#，但易验证 !# 0 1 !#，!"#，!"# 0 1 !"#，故 ’! * # 可能取 !#，!#，!"#，!"#。由 ! $ # & (’ 得

’(’ & !# $ $ （*）
’(’ & !# $ $ （$）

’(’ & !"# $ $ （")）

’(’ & !"# $ $ （""）
但对于（")）、（""）式，由（%）、（&）式可得 # (，而 ! + # 0 (’，从而 # !，与 #! !矛盾。所以只需考虑（*）、（$）
式。显然必须 !#$ 1 $，!#$ 1 $，从而（2）、（(）式只需取自

!# $ %# !"#$ &（’# $ !’ "#$）（(# $ )# !"#$）&（’# $ !’ "#$）（&& (%# ’() $ !% (&* *’$ "#$）
#
，#$ )
（"’）

! !# $ %# !"#$ &（* ’# $ !’ "#$）（(# $ )# !"#$）&（* ’# $ !’ "#$）（&& (%# ’() $ !% (&* *’$ "#$）
#
，#$)
（"#）

先讨论（$）式，由（"#）式易得递推关系
!#$’ & "(( "’% ())!#$" * !#，!) & * ’#，!" & 22 $($ &"’ （"2）

由（"2）式易知 ##)（345 ’），但对（"2）式取模 #，当 ## )（345 ’）时，!## "（345 #），故 ’(’#"（345 #），
这不可能。

下面再来讨论（*）式，由（"’）式易得递推关系
!#$’ & "(( "’% ())!#$" * !#，!) & ’#，!" & # %"’ *%$ ’"’ （"(）
(#$’ & "(( "’% ())(#$" * (#，() & "，(" & && (%# ’() （"%）
)#$’ & "(( "’% ()))#$" * )#，)) & )，)" & % (&* *’$ （"&）

!# & ’#(# $ ’&*)#，(#$’-. #（ * "）.(#（345 (-），)#$’-. #（ * "）. )#（345 (-） （"*）
(’# & (’

# $ "#$)’#，)’# & ’(#)#，(
’
# * "#$)’# & " （"$）

由（"(）式易知 ## )（345 ’），对递归数列（"(）式分两步取模。
第一步：取模 (，其剩余类周期为 2，排除 ##’（345 2），故剩下 ##)（345 2）。取模 #) %#"，其剩余类

周期为 *，结合 ## )（345 2），排除 ## 2（345 *），故 ## )（345 *）。再分别取模 #"，*%#，其剩余类周期
均为 #’，分别排除 ## *，"%，’2（345 #’），故剩下 ## )（345 #’）。
第二步：取模 ""，其剩余类周期为 %，可得 ## )，2（345 %）。取模 "#，其剩余类周期为 "’，可得 # # )，

")（345 "’），结合 ##)（345 2）有 ##)（345 "’）。取模 "&，"$，其剩余类周期为 "*，可得 ##)（345 "*）。
取模 2"，")$，"("，其剩余类周期为 ")，可得 ## )，2（345 ")），又 ## )（345 "*）有 ## )，(2（345 $)）。取
模 " **$，其剩余类周期为 $)，得到 ## )（345 $)）。
结合上面两步，由孙子定理可得 ## )（345 ( / $ / ’(），从而 ## )（345 ( / ’(）。

若 #%)，可设 # 0 ’ 6 ( 6 0 6 ’ 1，其中 1$ 2 且 ’ ! 0。若记 # 0 ’-20，其中 -为奇数，则有
!# & !’2$（-0*"）’2 #’ !’2（345 (’2）

又 (2 # "（345 *），)2 # )（345 *），从而 (’2 # (’
2 $ "#$)’2 # "（345 *）。

若 !##!’2（345 (’2），令 2
’ 1，1#"，#，(（345 %）
( 6 ’ 1，1#)，’，2（345 %{ ）

，于是有

’（!# $ $）
(’

( )
2

& ’（’#(’2 $ ’&*)’2）$ "*
(’

( )
2

& %2(’
2 $ 2 / ’&*(2)2 $ ’ *$’)’2

(’
( )

2

&
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对｛$&# ! )"#｝取模 *(%，得到周期为 ’*& 的剩余类序列，对｛$ (｝取模 ’*&，得周期为 * 的剩余类序列。

由表 ’ 易得
$（)* + )）

&$
( )

#
, -

$&# - )"#( )*(%
, - ’，矛盾。

若 )* #! )$#（./0 &$#），令 # ’ $ (，(# "，$，#（./0 *）
! % $ (，(# ’，(，!（./0 *{

）
，类似有

$（)* $ )）
&$

( )
#

’ $（ ! $(&$# ! $%&"$#）$ ’&
&$

( )
#

’ ! $&&$
# ! # % $%&&#"# ! *# % ’()"$#

&$
( )

#

’

! (* % ’()"$# ! # % $%&&#"#
&$

( )
#

’ ! ’()"#
&$

( )
#

$&# $ )"#
&$

( )
#

’ $&# $ )"#
&$

( )
#

’ ! $&# $ )"#( )*(%
同理可得表 $

表 ’1 周期为 ’*& 的｛$&# - )"#｝序列

(（./0 *） " ’ $ ( # !

#（./0 ’*&） ’!$ ’$& ’"# & &" ($

$&# ! )"# ’"% $&) #%’ !*$ ’* (&"

表 $1 周期为 ’*& 的｛$&# + )"#｝序列

(（./0 *） " ’ $ ( # !

#（./0 ’*&） *# ’(* && #" ’* ’*"

$&# $ )"# #%’ (&" ’* $&) ’"% !*$

由表 $ 易得
$（)* + )）

&$
( )

#
, -

$&# + )"#( )*(%
, - ’，矛盾。

所以 * , "，有 $&$ , )" + ) , $( + ) , ($，则 &$ ’ ’*，所以 ) , ’(，+ , 2 #。
综合上述各种情形讨论的结果，不定方程 )( $ $% ’ ’()+$ 仅有整数解（ ! (，"），（’(，, #）。 证毕
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