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带有释放时间的半连续型批处理机调度问题
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摘要：半连续批处理机调度问题，是从钢铁工业加热炉对管坯的加热过程中提炼出来的。工件按批加工，同一批中

工件的加工时间等于此批中工件的最大加工时间，且工件必须按周期一个紧挨着一个进入、离开处理机。批处理机

的容量为 !，即最多可同时加工 !个工件，批的容量为批中工件的个数，批的处理时间与批中工件的加工时间、批处

理的容量和批的容量有关。本文研究释放时间与加工时间一致时，对于目标函数为最大完工时间问题，即时间表长

问题，分析其最优解的性质，从而将问题转化为工件按释放时间非减顺序排列后，对工件进行分批，使得最大完工时

间最小。在此基础上给出了一个复杂性为 "（#"）的动态规划算法，证明了这个算法的最优性，并用数值例子进一

步说明了算法的计算过程。
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! ! 文献［$］从钢铁工业加热炉对管坯的加热过程
中提出的一种半连续型批处理机调度问题，其主要

特征为工件按批加工，处理机的容量是指批处理机

在同一时刻可同时加工工件的最大数，批的容量是

指在同一批中按周期连续加工的工件数，由于处理

机中工件是连续进、连续出的，所以批的容量可以是

无限的，也就是说批处理机的容量与批的容量无关。

同一批工件中最大的加工时间为此批工件的加工时

间，批处理机的时间是从该批中的第一个工件进入

到最后一个工件离开机器所用的时间，因此批的加

工时间取决于批中工件的个数即批的容量、工件的

最大加工时间及批处理机的容量。本文研究的是工

件释放时间与加工时间一致时，极小化最大完工时

间的单机半连续型批处理机调度问题，讨论其最优

解的性质，并给出复杂性为 "（#"）的动态规划算

法，证明了算法的最优性，用数值例子进一步说明了

算法的计算过程。数学模型具体描述如下。

设有 #个相互独立工件 $%（ % & $，"，⋯，#）在一
台批处理机上加工，加工时间为 ’% ( #，释放时间为 )%
" #，且 )% 与 ’% 是一致的，即 )* " )% 时有 ’* " ’% ，记

为 ’3(（ )%，’%）。这些工件可以任意分成若干个批，记

为 +$，+"，⋯，+, 。批处理机的容量为 !，也就是说

处理机最多可同时加工 !个工件；批 +- 的大小为批

+- 中工件的个数（即批 +- 的容量），记为 +- 。在

加工过程中，同一批中工件的加工时间等于此批中

所有工件加工时间的最大者，称其为批基本加工时

间，记为 ’（-），则 ’（-） & 7’M$%#+-
｛’%｝。工件必须按

周期一个紧挨着一个进入、离开处理机，批的加

工时间为从该批中的第一个工件进入机器，到最

后一个工件离开机器所用的时间，记为 ’（-），’（-） &

’（-） $ .
+- / $( )!
。只有当这批工件加工完之后才

可以加工下一批工件。工件释放时间和加工时间一

致的极小化最大完工时间的单机半连续型批处理机

调度问题，用三参数表示法记为

$ 0123405，!，’3(（ )*，’*）!7’M

批调度问题一般分为传统的批处理机调度问题

和新型的批处理机调度问题。而传统的批处理机调
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度问题一般都是批进批出［!］，也就是同一批中工件

同时开始加工、同时结束，主要分为两类：并行和串

行批处理机调度问题。对于并行批处理机调度模

型［ "］，批的加工时间等于此批中所有工件的加工时

间的最大者；串行批处理机调度模型，批的加工时间

等于此批中所有工件的加工时间之和。文献［"#$］
等对传统的批处理机调度问题进行研究。其中对于

批的内容量 ! 是有限的并行批处理机的调度问题
% "#，! $&’( ，)** 和 +,-./［ 0］给出伪多项式时间的

动态规划算法；)12和 32［ 4］证明了即使批容量! 5!，
上述问题也是一般意义 67#难的；当批容量 ! 无限
制时，对于时间表问题，文献［8］证明了工件的到达
时间和工期，或到达时间和加工时间一致单调时都

是多项式时间可解的；当加工时间与工期一致单调

时，该问题是 67困难的。
新型批处理机调度问题即半连续型批调度问

题，是从钢铁工业中加热炉对管坯的加热过程中提

出的。在钢铁企业生产中，加热炉只是多道工序的

一个环节，其原料是由上游工序供给的，而上游工序

的供料是动态的，但可以根据上道工序的生产预测

出到达时间，即工件的到达时间是已知的。从加热

炉的工作过程可以看出，由于管坯是通过步进梁的

周期运动进入加热炉进行加热的，这样对于带有释

放时间的管坯，若要进入加热炉加热，不仅工件要具

有可利用性，同时必须在传输工具———步进梁可利

用时才能实现。文献［%］研究了目标函数为极小化
最大完工时间的调度问题，证明其是多项式时间可

解的，并给出动态规划算法。文献［$］研究了目标
函数是总完工时间的调度问题，提出了最优的分批

策略及批间序的确定方法，并给出一个多项式时间

可解的动态规划算法。当工件释放时间和工期同序

时，文献［9］证明了极小化最大拖期和拖期工件数
问题都是强 67#难的；文献［%:］证明了在链式约束
下，即使加工时间都相同，这两个问题仍是强 67#难
的。为了节省能源，提高机器的利用率，与文献［%，
$］研究的情况不同，本文每批工件都是一个紧挨着
一个进入、离开处理机进行加工，当工件释放时间和

加工时间一致时，研究了目标函数为最大完工时间

的单机半连续型批处理机调度问题。

% 问题的批释放时间定义及最优解性质

在给出批释放时间的定义之前，先来看下面的

例子。

例 %; 考虑 < 个工件、批处理机的容量 $ % "的
例子，工件的加工时间和释放时间分别为

& %（%，%，"，"，"，8，8），" %（:，!，"，"，4，8，8）

若工件 ’%，’!，’"，’0，’4放在批 !%中加工，’8，’<放在

批 !! 中加工，则批 !% 的容量即批 !% 的大小为 4，批

!!的容量即批 !!的大小为 !。!%的基本加工时间为

&（%） % &’(’##!%｛&#｝% " ，由于 $ % " ，则 !% 中工件

要每隔
&（%）
$ % % 个单位时间一个紧挨着一个地进入

处理机加工。若 ’% 在 : 时刻开始加工，则在 % 时刻

工件 ’! 要开始加工，但 "! 5 !，为了保持连续性，批

!% 中工件 ’% 不能在

&’( "! (
&（%）
$ ，"{ }% % &’(｛! ( %，:｝% %

时刻之前开始加工，因为在 ! 时刻工件 ’! 开始加

工，而 "" % " ，则工件 ’" 不能在 " 时刻之前开始加

工；同上可知，工件 ’0 不能在 0 时刻之前开始加工，

工件 ’4 不能在 4 时刻之前开始加工。即为了保持
工件的连续性，只需

")4 % "4 % 4，")0 % &’(｛")4 (
&（%）
$ ，"0｝% 0

")" % &’(｛")0 (
&（%）
$ ，""｝% "，")! % &’(｛")" (

&（%）
$ ，"!｝% !

")% % &’(｛")! (
&（%）
$ ，"%｝% %

定义批 !%的批释放时间为 "!% % ")% % % ，由于 &（%） %

&（%） % *
!% ( %( )$

% <，故批 !% 的完工时间为 $。

工件 ’8，’< 放在批 !! 中加工，则 !! 的基本加工时间

为 &（!） % &’(’##!!｛&#｝% 8 ，则第二批中的工件要每

隔
&（!）
$ % ! 个单位时间一个紧挨着一个地进入处理

机加工。同批 !% ，为了保持连续性

")< % "< % 8 ，")8 % &’( ")< (
&（!）
$ ，"{ }8 % 8

故批 !! 的批释放时间

"!! % ")8 % 8 ，&（!） % &（!） % *
!! ( %( )$

% $

则第二批的完工时间为 %8。处理过程如图 %。
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图 !" 例 ! 的调度图

#$%& !" ’()** +,(-*. /0 12(3456 !

设 !" #｛$"!，$"7，⋯，$" !"
｝，注意到批 !" 中工

件的基本加工时间是 %（"），批处理机的容量为 &，因

此 !" 中工件要每隔
%（"）

& 个单位时间一个紧挨着一

个地进入处理机加工。若批 !" 中工件释放时间为

’ #（ ’"!，’"7，⋯，’" !"
），设 ’(" !"

# ’" !"
，’(") !") *+

#

3(2｛’(") !") *+,!
*
%（"）

& ，’") !") *+
｝，+ # !，7，⋯，!" ，则定

义这批工件的批释放时间为 ’!"
# ’("!。

性质 !" 在问题
! - * ./0-1，&，(%-（ ’+，%+）&3(2

中，一定存在这样一个最优调度，其中同一批的工件

都是按释放时间非减顺序排列。

证明" 反证法。假设存在一最优调度，其中第 2
批工件为 $2!，$27，⋯，$2" 不是按释放时间非减顺序排

列，不妨设工件 $2+，$23（!$ + 4 3$ "），有 ’2+" ’23且
$2+ 在 $23 前加工。交换这两个工件，即 $23 在 $2+ 前加

工，由于 ’2+ " ’23 ，这样交换后，根据批释放时间定义
知，第 2 批的批释放时间一定不大于交换前的批释
放时间，由于交换工件不改变这批的加工时间，所以

交换后第 2 批的完工时间不大于交换前的完工时
间，显然交换后目标函数值不增加，故交换后仍然是

最优调度，其中同一批的工件都是按工件的释放时

间非减顺序排列。 证毕

性质 7" 在问题 ! - * ./0-1，&，(%-（ ’+，%+）&3(2

中，一定存在这样一个最优调度，批间加工顺序都是

按批释放时间非减顺序排列。

证明" 反证法。设最优调度 ! 中批间加工顺
序不按批释放时间非减顺序排列，则存在相邻两批

5，6，有 ’（%） 7 ’（6）且批 5在批 6前加工。由批释
放时间定义及 (%-（ ’+，%+）可知，%（%） 7 %（6）其中

%（5） # 3(2
$3#5
｛%3｝，%（6） # 3(2

$3#6
｛%3｝

且

%（5） # %（5） ! , 5 * !( )&
，%（6） # %（6） ! , 8 * !( )&

由性质 !，不妨设批 5 中第 " 个工件的加工时
间大于 %（6），把批 6 中所有工件放入批 5 中加工，
而原批 5中后 5 * " , !个工件放入批 6中，得到

新的批 5(和批 6(，其余工件不变，得到一个新的调
度，有

%（5(） # %（6） ! ,
（" * !）, 6 * !( )&

#

%（6） ! ,
" , 6 * 7( )&

%（6(） # %（5） ! , 5 * " , ! * !( )&
# %（5） ! , 5 * "( )&

所以 %（5(） , %（6(） # %（6） ! ,
" , 6 * 7( )&

,

%（5） ! , 5 * "( )&
#

%（5） , %（6） , " * !
& （%（6） * %（5））

而 %（%） 7 %（6），则 %（5(） , %（6(） 4 %（5） , %（6），又因为

交换后的调度把释放时间小的工件放在前面加工，

所以批 6(的完工时间不会大于批 6的完工时间，显
然交换后目标函数值不增加，即交换后依然是最优

调度，其中批间加工顺序都是按批释放时间非减顺

序排列。 证毕

性质 9 " 在问题 ! -8./0-1，&，(%-（ ’+，%+）&3(2

中，一定存在这样一个最优调度，所有工件都是按

释放时间非减顺序排列。

证明" 由性质 7 证明过程知，任相邻批按基本
加工时间非减排列。设任意两个相邻批 5，6，都
有 %（%）$ %（6）且批 5 在批 6 前加工。对于任意两
相邻批 5和 6，若批 5中所有的工件的加工时间都
不比批 6中的大，由 (%-（ ’+，%+）可知，此最优调度所

有工件都是按释放时间非减顺序排列；否则，不妨设

工件 $+ ，$3（ ’+" ’3，%+" %3），且 $+# 5，$3#6，交
换两个工件的位置，形成新的两批 5(和 6(，其中工
件 $+ # 6(，工件 $3 # 5(，交换后，因为 %+ $ %（6），

%+ " %3 ，所以 %3$ %（6），即 %（%(）$ %（5），根据批释放

时间定义知，’（%(）$ ’（5），且把释放时间大的放在批

6(中，因此批 6(的开始加工时间不大于批 6 的开
始加工时间。又因为 %（5）$ %（6），%+ $ %（5），所以
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!" $ !（#），故有 !（#$） % !（#），即批 #$与批 #的加工
时间相等，故批 #$的完工时间不会大于批 #的完工
时间，显然交换后目标函数值不增加，即交换后的调

度仍是一个最优调度，其中所有工件都是按释放时

间非减顺序排列。 证毕

性质 ! " 在问题 # &’()*&+，,，$%&（ -"，!"）,’$(

中，一定存在这样一个最优调度，释放时间相同且加

工时间也相同的工件在同一批中加工。

证明" 用反证法。若结论不成立，则存在一最
优调度 !，其中工件 ." ，./ 有相同的释放时间 - 和

加工时间 !，分别在批的加工时间为 !（0）、!（#）的两

个批 0、#中加工。由性质 ) 知，最优调度 !中，所
有工件都是按释放时间非减顺序排列，因此有批 0
和批 #相邻，批 0 在批 # 前加工，且工件 ." 是批 0
中最后一个加工的工件，工件 ./ 是批 # 中第一个加
工的工件。现将 ./ 从批 #中移入批 0中，其余工件
不动，则批 0变为批 0$，批 # 变为批 #$，其余批不
变，形成新的调度 !$，因为 ." # 0，!" * !/ * !，
所以

!（0$） % ’$(
./#0$
｛!/｝% !（0），!（#$） % ’$(

./##$
｛!/｝% !（#）

而 0$ % 0 1 # ， #$ % # 2 # ，则

!（0$） % !（0$） # 1 0$ 2 #( ),
% !（0） # 1 0( ),

!（#$） % !（#） # 1 # 2 +( ),
所以

!（0$） 1 !（#$） % !（0） # 1 0( ),
1 !（#） # 1 # 2 +( ),

%

!（0） 1 !（#） 1
!（0） 2 !（#）

, （#）

由于工件 ." ，./ 有相同的释放时间 -且批 0 在
批 #前加工，所以 ./ 从 # 中移入 0 后，由批释放时
间的定义知，-（0） % -（0$）。由于批 0$和批 0前各批
工件不变，故批 0$和批 0 的开始加工时间相同，因
此若批 0 的完工时间为 ,0 ，则批 0$的完工时间为

,0 1
!（0）

, 。记批 #$的批释放时间为 -（#$），根据批释

放时间定义可知 -（#$）" -，且批 # 的批释放时间是

-（#） * ’$( -，-（#$） 2
!（#）{ },
。若在批 0 和 # 之间机

器有空闲时，即 -（#$） 2
!（#）

, 3 -，则批 #的批释放时

间 -（#） % -（#$） 2
!（#）

, ，也是批 #的开始加工时间，因

此 !中批 0与 #空闲为 -（#$）2
!（#）

, 2 ,0 ，而 !,中批

0$与 #$的空闲为 -（#$） 2 ,0 2
!（0）

, ，所以 !,与 !空

闲差 为
!（#） 2 !（0）

, ，即 !$ 比 ! 的 空 闲 大

!（#） 2 !（0）

, ，由（#）式知，批 #$的完工时间等于批 #

的完工时间，即 ,#$ % ,#（如图 +），而其余批均不
变。显然交换后目标函数值不增加，即交换后的调

度仍是最优调度。若在批 0 和批 # 之间机器无空
闲时，而交换后的新调度 !$，有两种情况：#）批 0$
和批 #$之间机器仍无空闲，由（#）式知，,#$ $ ,# ，

而其余批均不变，显然交换后目标函数值不增加，即

交换后的调度仍是最优调度；+）若交换后的新调度
!$，批 0$和批 #$之间机器产生空闲，则批 #$的完
工时间 ,#$ % -（#$） 1 !（#$），由于批 # 的批释放时间

是 ’$( -，-（#$） 2
!（#）{ },
，则批 # 的完工时间一定不

小于 ’$( -，-（#$） 2
!（#）{ },

1 !（#），而

’$( -，-$ 2
!（#）{ },

1 !（#）" -$ 2
!（#）

, 1 !（#） %

-$ 2
!（#）

, 1 !（#） # 1 # 2 #( ),
% -（#$） 1 !（#$） % ,#$

图 +" !和 !,的调度图
-.%/ +" 0$122 34$&25 67 ! $18 !,

故交换后批 #$的完工时间不大于批 # 的完工
时间（如图 )），而其余批均不变，显然交换后目标函
数值不增加，故交换后的调度仍是最优调度，即一定

存在这样一个最优调度，释放时间相同且加工时间

也相同的工件在同一批中加工。 证毕
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图 !" 批 !与 "重组的调度图

#$%& !" ’()* +,(-*. /0 ! ()1 " -23/45$)21

根据上述性质直接可以得到下面的推论。

推论 6" 在问题 6 # $ %&’#(，)，(%-（ *+，,+）)4(7

中，一定存在这样的最优调度，其同一批的工件是释

放时间相邻的，即若 *-6$ *-8$⋯$ *-. ，其中 .$ /，
而 0-6，0-8，⋯，0-+$6，0-+16，⋯，0-.在同一批中，则 0-+必在

此批中加工。

8 动态规划算法

由问题 6 # $ %&’#(，)，(%-（ *+，,+）)4(7 的性质

可知，这个问题的所有最优调度都可以转化为工件

按释放时间非减顺序排列，即 06，08，⋯，0/使得 *6$
*8 $⋯$ */ 。工件按释放时间非减顺序排列后，要
对工件进行分批。下述动态规划算法实际上就是求

从第一个工件 06 到任一个工件的最优分批。其思

想是，当工件 06，⋯，0.$6 已进行了最优分批时，现增

加工件 0. 后，工件 0. 或者与前一批中若干个工件形

成一批或者单独形成一批进行加工，从中比较后取

最小值。

事实上，如果 26，28，⋯，2, 是工件从 06 到 0/ 的

最优分批，如果批 2- - 3 6，8，⋯，( ), 的最后一个工

件为 0. . 3 6，8，⋯，( )/ ，那么工件从 06到 0.按 26，

28，⋯，2- 分批最优。如果这个结论不成立，设 26，

28，⋯，24 是工件从 06 到 0. 的最优分批，令工件 06

到 0. 按 26，28，⋯，24 分批，工件 0.16 到 0/ 按 2-16，

⋯，2, 分批，则这种分批方法对应的目标函数值比

前一种分批方法对应目标函数值要小，但这与 26，

28，⋯ ，2,是工件从 06到 0/对应的最优分批矛盾。

在下述动态规划算法中，5（.）表示工件从 06到

0. 对应的目标函数值，26
. 是按 5（.）分批的最后一

批，(%- 4$)｛!（ +）｝表示使 !（ +）取最小值对应的 +
值。

动态规划算法 6：步骤 6" 把工件按 *6$ *8$⋯
$ */ 序编号；

步骤 8" 令 5（9）3 9，26
9 3 %，79 3 9，. 3 6 ；

步骤 !" 按递归方程

5（.）: 4$)
6$+$7.$616

4(7｛5（. $ +），*6.$+16｝1 ,. 6 1 + $ 6( ){ })
计算 5（.），. 3 6，8，⋯，/；其中 *6. 3 *. ，当 8$ +$

7.$6 1 6 时，*6.$+16 3 4(7 *6.$+18 $
,.

)，*.$+1{ }6
，令

7. 3 (%- 4$)
6$+$7.$616

4(7｛5（. $ +），*6.$+16｝1 ,. 6 1 + $ 6( ){ })
26

. 3｛0.$7.16，⋯，0.｝

步骤 ;" 依次安排各批次序。
求出 5（/）后，利用反向追踪就得到了所有工件

的一个最优分批，5（/）就是最优值。
下面证明算法的最优性。

定理" 工件释放时间和加工时间一致时，对于
目标函数为最大完工时间的调度问题，动态规划算

法 6 可得到其调度的最优解。
证明" 由推论 ! 知，只要证明对 *6$ *8$⋯$

*/ 序排列后的工件进行分批即可。下面用数学归纳
法来证明这个结论。

当 . 3 6 时，显然成立。
当 . 3 8 时，只能有两种分批情况：06，08 分在

一批或各自组成一批处理，比较它们的大小就可得

到问题的解，这在算法中已经体现。结论成立。

假设 . $ 6 时结论成立，即利用动态规划算法 6
能得到问题的最优分批。不失一般性，设工件按 *6
$ *8 $⋯$ *. 排序后的顺序为 06，08，⋯，0. ；最优

分批为 "：26，28，⋯，24 ；且 24 3 ｛0716，0718，⋯，

0.$6｝。下面证明结论对 .个工件也成立。
设按动态规划算法 6 可得到 .个工件的一个最

优分批的最后一批为 28 ，则 28 3 ｛07616，07618，⋯，

0.｝且 28& 24’｛0.｝，也就是 76" 7。下面用反证
法证明这一结论。

假设上述结论不成立，即 76 9 7，由假设各工件
按 *6 $ *8 $⋯$ */ 排列，所以

*76 $ *7616 $ *7 $ *716 （8）
此时设 5 6（.）表示工件从 06 到 0.最后一批为 28的

目标函数值，其中 28 3｛07616，07618，⋯，0.｝，则有

5 6（.）3 4(7｛5（ 76），*67616｝1 ,. 6 1 . $ 76 $ 6( ))
3

4(7｛5（ 76），*67616｝1 ,.$6 6 1 . $ 76 $ 8( ))
1

（,. $ ,.$6） 6 1 . $ 76 $ 8( ))
1

,.

) （!）

下面分两种情况讨论。

6）当 *. $
,.

) $ *.$6 即 *. $ *.$6 <
,.

) 时，表示
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!" $ #"$!（ #"$! 是工件 " $ ! 开始加工时间与机器
上实际加工时间之和），即机器加工完工件 %"$! 后可

以直接加工工件 %" ，则由批释放时间定义可知，前 "
个工件最后一批为｛%&’!，%&’"，⋯，%"｝的释放时间

!(&’!不大于前 " $ !个工件最后一批为｛%&’!，%&’"，⋯，

%"$!｝的释放时间 ! (&’! ，即 !(&’! $ ! (&’! ，故（#）式的右
边前两项是前 " $ ! 个工件的目标函数值，而

)（" $ !）* $%&｛)（ &），! (&’!｝’ +"$! ! ’ " $ & $ "( )#
（’）

是前 " $ ! 个工件的目标函数的最优值，又因为
+"$! $ +"，所以有

$%&｛)（ &(），!(&(’!｝’ +" ! ’ " $ &( $ "( )#
" )（" $ !）

（(）
由（#）、（(）式得

) (（"）" )（" $ !）’（+" $ +"$!）·

! ’ " $ &( $ "( )#
’

+"

# （)）

因为 &( , &，把（’）式代入（)）式得

) (（"）" $%&｛)（ &），! (&’!｝’ +"$! ! ’ " $ & $ "( )#
’

（+" $ +"$!） ! ’ " $ &( $ "( )#
’

+"

# -

$%&｛)（ &），! (&’!｝’

+"$! ! ’ " $ & $ "( )#
’（+" $ +"$!） ! ’ " $ & $ "( )#

’

+"

# * $%&｛)（ &），! (&’!｝’ +" ! ’ " $ & $ !( )#
"

$%&｛)（ &），!(&’!｝’ +" ! ’ " $ & $ !( )#
（*）

（*）式中不等式的右端是将 %"直接并入 ./内处

理，而其余工件按 .!，."，⋯，./$! 分批对应的目标函

数值。从（*）式可以看出假设不成立，即 &+"&。

"）当 !" $
+"

# - !"$! 时，把前 " $ ! 个工件中

｛%&’!，%&’"，⋯，%"$!｝作为最后一批时，若增加一个工

件 %" 后使机器在批 ./ 前依然无空闲或者机器空闲

的时间不增加，则与情况 !）相同，即证。
若增加一个工件 %" ，最后一批为｛%&’!，%&’"，⋯，

%"｝使机器产生空闲或者机器空闲的时间增大时，

目标函数值为

$%&｛)（ &），!(&’!｝’ +" ! ’ " $ & $ !( )#
*

!(&’! ’ +" ! ’ " $ & $ !( )#
最后一批工件为｛%&(’!，%&(’"，⋯，%"｝时，目标函数值

) (（"）* $%&｛)（ &(），!(&(’!｝’ +" ! ’ " $ &( $ !( )#
"

!(&(’! ’ +" ! ’ " $ &( $ !( )#
*

!(&(’! ’ +"
& $ &(
# ’ +" ! ’ " $ & $ !( )#

（,）

由动态规划算法 ! 中 !("$0’! * $%&｛!("$0’" $
+"

#，

!"$0’!｝，可知

!(&(’! " !(&’! $ +"
& $ &(
# （-）

把（-）式代入（,）式中得

) (（"）" !(&’! ’ +" ! ’ " $ & $ !( )#
（!.）

（!.）式中不等式的右端是将 %"直接并入 ./内处理，

而其余工件按 .!，."，⋯，./$! 分批对应的目标函数

值。从（!.）式可以看出假设不成立，即 &+"&。
因此增加 %" 工件后，最优调度的最后一批只能

有下列 # 种情况：
!）%" 被分在 ./ 中加工；

"）%" 和 .1中的部分工件作为一批加工，即在

批 ./ 中某个工件 %! 处断开，（ %!’!，⋯，%" ）为 "个工
件 %!到 %" 最优分批的最后一批；

#）%" 单独形成一批加工。而动态规划算法 !
是对这 # 种情况比较后取最小值。所以结论成立。

证毕

由于算法 ! 中动态规划过程每次循环需要
2（"）次加减法、2（"）次乘除法和 2（"）次比较，故
共需 2（3"）次加减法、2（3"）次乘除法和 2（3"）次

比较，那么动态规划过程的计算复杂性是 2（3"），

而对工件进行排序的计算复杂性是 2（3 /01 3），所
以此算法的计算复杂性为 2（3"）。而且本算法在

增加一个工件后进行分批时，只从未增加这个工件

的分批中最后一批工件进行讨论，这样计算量减少

了许多，尤其当分的批数越多时，算法的优势越明

显。

# 数值例子

例 "2 考虑 - 工件，# * ’ 的 ! 个例子，其中工
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件的加工时间和释放时间分别为

! "（!，!，!，!，"，#，#，$，!%）
# "（%，!，!，"，"，&，’，(，!%）

用上述动态规划算法计算，过程如下。

由初始条件得：$（%）" %，%% " %，&% " %，’ "
! 。计算 $（!）：因为 !! " !，#! " % ，则

#(! " #! " % ，$（!）" )*+｛$（%），#(!｝) !! " % ) ! "
!

%! " %，#&(! " %，&(! "｛*!｝

当 ’ " " 时，#(" " #" " !，#(! " ),- #" +
!"

,，#{ }! "

),- ! + !
# ，{ }% " &

# ，所以

$（"）"

)*+ ),-｛$（%），#(!｝) !! ! ) !( ),
，),-｛$（!），#("｝) !{ }! "

)*+｛"，"｝" "

%" " %，#&(" " &
# ，&

(
" "｛*!，*"｝或

%" " !，#&(" " !，&(" "｛*"｝

当 ’ " & 时，

#(& " #& " ! ，#(" " ),- #(& +
!&

,，#{ }" "

),- ! + !
# ，{ }! " ! ，#(! " ),- #(" +

!&

,，#{ }! "

),- ! + !
# ，{ }% " &

#

$（&）" )*+ ),-｛$（%），#(!｝) !& ! ) "( ){ ,

),-｛$（!），#("｝) !& ! ) !( ),
，),-｛$（"），#(&｝) ! }& "

)*+ .
# ，

.
# ，{ }& " .

# ，%& " %，#&(& " &
# ，&

(
& "

｛*!，*"，*&｝或 %& " !，#&(& " !，&(& "｛*"，*&｝

重复上述的过程可得

$（#）" )*+ &，&，!&# ，
!&{ }#

" &，%# " %，#&(# " ’
# ，&

(
# "

｛*!，*"，*&，*#｝或 %# " !，#&(# " &
" ，&

(
# "｛*"，*&，*#｝

$（’）/ )*+ .
" ，

.
" ，’，

!.
# ，{ }’ / .

" ，%’ / %，#&(’ / !
" ，&

(
’

/
｛*!，*"，*&，*#，*’｝或 %’ / !，#&(’ / !，&(’ /｛*"，*&，*#，

*’｝

$（$）" )*+ .，.，.，&&# ，(，
!0{ }"

" (

%$ " #，#&($ " "，&($ "｛*’，*$｝

$（0）" )*+ .，!." ，{ }!" " .，%0 " #

#&(0 " &，&(0 "｛*’，*$，*0｝

$（(）" )*+ !#，!#，&!" ，{ }!’ " !#

%( " #，#&(( " 0
" ，&

(
( "｛*’，*$，*0，*(｝

$（.）" )*+ "&，""，"&，#&" ，{ }"# "

#&
" ，%. " ’，#&(. " (，&(. "｛*(，*.｝

最优值为
#&
" ，通过反向追踪得到所有工件的一个最

优分批为｛*!，*"，*&，*#｝，｛*’，*$，*0｝，｛*(，*.｝。最

优调度如图 # 所示。

图 #1 例 " 的调度图

2*34 #1 5,+66 78,96: ;< =-,)>?@ "

# 结论

在实际问题中，加热炉加热只是中间生产环节，

工件带有释放时间的问题更为普遍，因此研究这类

问题具有较强的实际应用背景。这类问题的讨论，

涉及工件如何分批、各批间的顺序和批内的顺序等

问题。本文对于释放时间和加工时间一致的极小化

最大完工时间问题，给出复杂性为 -（."）的多项式

时间算法。在此问题中还有机器允许有空位、工

件分簇等情况，其他目标函数值，如极小化完工时

间、拖期等问题，因此对于这一模型研究值得进一

步探讨。
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