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摘要：本文在新的环状非球谐振子势的基础上研究了一种新的非中心势，称之为球谐环状震荡势 !（"，!）# $
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。用 98J83-/-<K;<1/-<方法进行了研究，求出了球谐环形振荡势条件下的薛定谔方程

的精确解 ()（$）#
$
"! !

’L(（ 8)$）。其角向和径向方程的束缚态的解可以用罗德里格斯公式、广义超球多项式和

广义拉盖尔多项式来表示，分别为 *+ # ,-
+.
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! ! 最近一些年，非中心势成了量子物理研究领域
里的重要课题。首先，非中心势中发生的偶然简并

和隐藏对称性引起了物理学家的注意。很多基础性

研究工作［$K"］列举了一系列导致偶然简并的非中心

势。结果表明，非中心势在许多坐标体系中可以进

行坐标分离，且其动态对称性会导致薛定谔方程的

分离。其次，由于涉及到环状分子模型及变形核子

之间相互作用等在量子化学和核物理领域内的应

用，人们对非中心势薛定谔方程的精确求解进行了

大量的研究。特别是，O1/>:100 与他的同事在量子
化学中发现的库仑环形势［HK+］和 P.’=0’ 系统研究的
环形振荡势［E］导致了一种运用各种方法来求解非中

心势薛定谔方程的量子力学观点。

本文在文献［GK$#］的基础上研究了一种新的非
中心势，它包含谐振子势，径向负 " 次幂和一个新的
角变量函数的乘积，共计 I 项势函数，可称之为球谐
环形振荡势
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其中$和 "是粒子质量和频率，#，&和 ’是实常数。

本文运用 98J83-/-<K;<1/-<（9;）方法［$$］推导
该非中心势的薛定谔方程，求得束缚态精确解和能

量频谱，同时也讨论变角部分对径向部分解的影响。

$ 98J83-/-<K;<1/-<简介
9;方法是通过特殊的正交函数求解超几何分

布类型的二阶微分方程。对于给定的势，如果薛定谔

或类薛定谔方程在球坐标系下，通过适当的坐标变

换简化为广义超几何分布类型的方程，系统地求出

精确解或特解。能用 9; 方法进行求解的方程通常
具有以下形式

’7（ 5）%
"(（ 5）
)（ 5）’

-（ 5）%
"(（ 5）
)"（ 5）

’（ 5）# # （"）

其中"(（ 5）是不高于一次的多项式，)（ 5）、$)（ 5）是不
高于二次的多项式。要注意的是，在这些系数中能

量 8也可以作为一个参数。把 ’（ 5）# $（ 5）4（ 5）代
入（$）式，通过一定的数学计算，得到一个简化形式
的方程

)（ 5）47（ 5）% (（ 5）4-（ 5）% *4（ 5）# #
而 20$（ 5）的导数满足以下方程
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其中 "（ !）" %
&（$（ !）#

"$（ !））。（$）式最有用的实

例是 $（ !）" "$（ !）$ &"（ !），（&）式是超几何型方程，
它的多项式解 %&（ !）可由罗德里格斯公式给出

%&（ !）"
’&

%（ !）
!&

!!&
（#（ !）%（ !）） （’）

其中 ’&是归一化常数，%（ !）是满足皮尔森方程的加
权函数

!
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该方法要求的函数 "（ !）和参数 &定义如下

"（ !）" #(（ !）# "$（ !）
& )

#(（ !）# "$（ !）( )&
&
# #（ !）$ *#（ !! ） （)）

& " * $ "(（ !） （*）
"（ !）必须是多项式的平方才有平方根，那么唯一的
可能是其判别式为 +。因此，"（ !）没有平方根。
另一方面，在 "（ !）的计算中，* 的取值是关键

点。为了找到 *的值，该表达式必须是某多项式的平
方。由于 %（ !）+ +，#（ !）+ +，则在此方法中，$（ !）的
导数必须为负值。如果在（,）式中的 &是

&& " # &$(（,）# %
& &［（& # %）#-（,）］，

（& " +，%，&，⋯） （-）
那么，这个超几何分布型方程有 &多次幂的特解。

& 薛定谔方程的精确解
&. % 薛定谔方程的分离变量
对于某一粒子，其任意势的薛定谔方程可以写

成

&’（!）$ &/
&（0 # 1（!））’（!）" + （,）

把（%）式代入（,）式，然后取自然单位（ " / " ( "
%），在球坐标下，

(
方程变为
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其中 0为粒子能量。对于某一特定的势，设波函数
’（ 2，)，!）" 2#%3（ 2）4（)）*（!）代入（*）式中，得
到一组二阶微分方程
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其中 5& 和 *是两个分离常数。（%)）式的周期边界
条件是 7（! $ &"）" 7（!）。那么（%&）式的解可以
立即得出

75（!）"
%
&! "

234（ /5,），5 " +，) %，) &，⋯

&. & 角变量方程的解
现在讨论角变量（%%）式的解。引入一个新的

变量

, " 01.&)
那么（%%）式可化为如下形式

!&

!,&4（,）$
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&,（% # ,）
!
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#（6 $ ’）,& $ ,（* # 5& # 6）, # +
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（%$）
将（%$）式与56方法中的（&）式对照，则可以得到
下列表达式

"$（,）" % # $,，#（,）" &,（% # ,）
$#（,）" #（6 $ ’）,& $ ,（* # 5& # 6）# +
将上述表达式代入（)）式，可以得出 "（,）为

"（,）" % # ,
& ) %

& 8,&! $ 9, $ : （%’）

其中

8 " % $’（* $ ’）#-*，9 " -* #’（* # 5& # 6 $%; &），
: " % $ ’+ （%(）

8和 9里面的常数 *由次二次判别式 - " 9& # ’8: "
+ 来确定。求解得出 *的两个根为

*%，& " # #:& ) %
& "8
#9 （%)）

其中

"8 " % $ ’! +，#9 " + $ 5&! $ 6 $ ’，
#: " &+ # * $ 5& $ 6 （%*）

根据 "（,）是一个多项式的性质，可以得出
"（,）的 ’ 个可能的值

"（,）" %
&（% # ,）) %

&（（"8 # &#9）, # "8），
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!! " # !
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由于 "（’）" ""（’）) "!（’）且 "（’）的导数为
负，所以 !（’）的最终取值为

!（’）" !
"（! # ’）# !

"（（"% ) "#&）’ # "%）

!! " # !
"（#$ ) "%#&）

由此得出

"（’）" " ) "% #（"% ) "#& ) %）’
"*（’）" #（"% ) "#& ) %）+ &

根据方程（’）、（#）式，可以得到

# " # !
"（#$ ) ! ) "% ) "%#& ) "#&）

#, " "," ) ", ) ,（"% ) "#&）
令 # " #,，则可得出 ,与分离常数 $的关系

$ "（! ) ", ) % ) -"! ) . ) /）（! ) ", )

% ) -"! ) . ) / ) ! ) %! %）)（% # /） （"&）
分离常数$包含了来自势的变角部分的贡献。当然，
可设相关参数为零，消掉势的变角部分，那么 $ "
0（ 0 ) !），其中 0 " ! ) , )1 - 1。
现在，找出角变量方程的特征函数。运用（(）、

（)）式，可以得出
&（’）" ’（!)"%）#%（! # ’）#& 2 "，’（’）" ’"% 2 "（! # ’）#&

（"!）
将（"!）式代入（%）式中，可得出多项式

3,（’）" /,"
,’"% 2 "（! # ’）##& *,
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（""）
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*’,（’
,)"% 2 "（! # ’）,)#&）

另一方面，3,（’）也可以用广义超球多项式
法［!"］5（(，)）, （ 6）来表达，其中 ( 7 # !，) 7 # !。广义
超球多项式满足以下方程

（! # 6"）38（ 6）#（( # ) )（( ) ) ) "）6）3*（ 6）)
,（, ) ( ) ) ) !）3（ 6）" & （"(）

5（(，)）, （ 6）的一个等价定义是

5（(，)）, （ 6）"（ # !）,

",,！
（! # 6）#(（! ) 6）#)·

*,

*6,
（（! # 6）,)(（! ) 6）,))） （"%）

然后 6 " ! # "’把代入（"(）、（"%）式，两方程分别
变为

’（! # ’）38（’）)（( ) ! #（( ) ) ) "）’）·
3*（’）) ,（, ) ( ) ) ) !）3（’）" &，
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,！’
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由于 5（(，)）, （! # "’）" 3,（’），对比（""）、（")）式，

得出 ( " "%" ，) " #&，/, " !
,！",。因此，按照超球多项

式计算角向波函数 4（’）为
4（’）" 9,’

（!#"%）2 %（! # ’）##& 2 "5（(，)）, （! # "’）
其中 9, 是归一化常数。运用超几何函数和广义超球

多项式的关系

5（(，)）, （ 6）"
（( ) !）,

,！ ·

: # ,，, ) ( ) ) ) !，( ) !，! # 6( )6
角向波函数 4（’）可以依照超几何函数表示成

4, " 9*
,’
（!#"%）2 %（! # ’）##& 2 "·

: # ,，, ) "%" ) #& ) !，"%" ) !，( )’
其中 9*, 是一个新的归一化常数。
"; ( 径向方程的解和能量频谱
为了求解（!"）式，引入一个新的变量 < " ="，相

应的径向方程就变成如下形式

*">（ <）
*<"

) !
"<

*>（ <）
*< ) "?< # <" # $

（"<）"
>（ <）" &

（"+）
将（"+）式与（"）式比较，发现""（ <）" !，*（ <）" "<
，$*（ <）" "?< # <" # $。（"+）式类似于超几何型方
程，可以用 ,-方法求解。重复方程（"!）@（"+）式
的计算步骤，可以得出

!!，" " ? ( !
" ! ) %! $

!（<）" !
" ( < ) !

" ! ) %!( )$ ，!! " ? ) !
" ! ) %! $

!（<）" !
" ( < # !

" ! ) %!( )$ ，!" " ? # !
" ! ) %! $

其中，!（ <）最合适的形式为

!（<）" !
" # < # !

" ! ) %!( )$ ，!" " ? # !
" ! ) %! $

所以，"（ <）和 "*（ <）分别为 "（’） " " # "< )

! ) %! $，"*（’）" # " + &。
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根据（!）、（"）式，! ! !"# 得出

$ ! #"# % $ % $
# $ % %! " （#"）

将（#&）式代入（#"）式，得到

$ ! #"# % $ %（ $
% % # & ’ % ()）

$
# （#’）

其中，( ! $ % #"# %（# % *# % + % ’）
$
#

) ! $ % #"# %（# % *# % + % ’）
$
# %（$ % %#）

$
#

其中 "# 是径向波函数的节点数，其值为一个大于等

于零的整数。能量方程（#"）式中的分离常数 "显示
了来自该势角向部分的贡献。当设相关参数为零消

掉势的角向部分时，该非中心势将会简化为球谐振

子势，而其能量（#’）式变成 $ ! #"# % , % (
# ，其中

, ! $ % " % * 。如果定义 - ! #"# % ,为球谐振子
势的主量子数，能量方程（#’）式可以写成 $ ! - %
(
# 。

现在再来寻求径向方程相应的本征函数。运用

方程（(）、（%）、（)）式，得到
$（ .）! * &. / # .（$% $%%! "）/ %，%（ .）! *. . $%%! " / #

0"#（ .）! ’"##
"#*. . & $%%! " / # +"#

+1"#
（* &. ."#% $%%! " / #）

罗德里格斯公式给出 2&"#（.）!
$
"#！

*. . && +"#

+1"#
（*&.."#%&），

因此，可以得到径向方程的本征函数为

0"#（ .）! 2&
"#（ .），’"# ! $

#"#"#！
，& ! $

# $ % %! "

通过 3（ .） ! ’（ .）0（ .），（#!）式的解可以写成

3"#（ .） ! 4"#*
&. / # .（$% $%%! "）/ %2&

"#（ .），其中，& ! $
# ·

$ % %! "，4"#
为归一化常数。

( 结论和启示
本文求解了一个非中心势薛定谔方程。求解过

程中发现，在球坐标下，该模型势的薛定谔方程是分

离的。能量本征值和相应的本征函数可以用 ,- 方
法精确求得。同时薛定谔方程的角向部分可以用罗

德里格斯公式，广义超球多项或超几何函数来表示。

径向方程的本征函数可以依据广义拉盖尔多项式来

表示，讨论了变角部分对径向部分解的影响。可以看

出 ,-方法是一种用来解决非中心势薛定谔和类薛
定谔方程的有效方法。此外，它也指出了获得的非中

心势精确解在很多不同领域的应用。例如，这些应用

可以用来解释量子化学中某些轴对称体系，同时该

模型势可以证明在核物理中的一些赝自旋对称性。

另外，从（$）式表达式看出，这个势是典型的非中心
势，当 ( ! &，) ! #)&*&#+

# 和 , ! & 5*&)&+
### 时，

这个势退化为 ./012/33 势［$(］；当 ( ! &，, ! & 和
) ! & 6*#，这个势退化为库仑势，通过拉普拉斯变换
方法和数学技巧，即可获得归一化的径向波函数和

角向波函数，同时，自然就获得了能谱方程。

参考文献：

［$］4567*0 8，,*9/+5 :; 8<15<3 <= / >/015?7* 53 / 0539@AB/>*+
><1*315/7：/3 />>0</?B C5/ / 3<365D*?15C* ?/3<35?/7 10/3A=<0@
2/15<3［E］; F31 E GH/31H2 IB*2，$J’%，#!：%&)@%&J ;

［#］4567*0 8，,*9/+5 :; I<H7<265? /3+ 0539@AB/>*+ ><1*315/7
10*/1*+ 53 / H35=5*+ K/L C5/ / 3<365D*?15C* ?/3<35?/7 10/3A@
=<02/15<3［E］; :B*<0 IB52 M?1/，$J’%，!!：($@(!;

［(］./012/33 . ; N5* 6*K*9H39 *53*A OP0>*0A 53 *53*20539=P0259*3
><1*315/7=*7+［E］; :B*<0 IB052 M?1/ $J"#，#%：#&$@#&);

［%］./012/33 .，Q?BH?O R，R/+1O* E; N5* +5/2/93*15A?B* AHAS@
*>1565751/1 *53*A 35?B1 OH9*7AL22*105A?B*3 ALA1*2A［E］; :B*@
<0 IB52 M?1/，$J"!，%!：$@% ;

［)］./012/33 .，Q?BH?B N; Q>53@<0651 ?<H>7539 =<0 1B* 2<15<3
<= / >/015?7* 53 / 0539@AB/>*+ ><1*315/7［ E］; F31 E GH/31
IB*2，$J’&，$’：$#)@$#’;

［!］GH*A3* I; M3*K 0539@AB/>*+ ><1*315/7 /3+ 51A +L3/25?/7 53@
C/05/3?* /79*60/［ E］; E<H03/7 <= TBLA5?A（M）：8/1B*2/15?A
/3+ U*3*0/7，$J’’，#$：(&J(@($&(;

［"］胡先权，王帮美，崔立鹏 ; 新环状非球谐振子势的 N50/?
方程束缚态解［E］;原子与分子物理学报，#&&J，#! ：%#J@
%((;

［’］.H V G，WH< U，XH Y 8，*1 /7; Q<7C539 +50/? *ZH/15<3 K51B
3*K 0539@AB/>*+ 3<3@A>B*05?/7 B/02<35? <A?577/1<0［ E］;
I<22H3 :B*<0，#&$&，)(：#&)@#&’ ;

［J］李小红，程新路，焦荣珍，等;用变分法对 .*772/33 势本
征态的研究［ E］; 四川大学学报：自然科学版，#&&$，(’：
)$’@)#$;

［$&］王帮美，胡先权;非球谐环形振子势的 Q?B0P+539*0方程
的解析解［E］; 重庆师范大学学报：自然科学版，#&&’，
#)：!#@!!;

［$$］,5O5><0<C M [，-C/0<C \ ]; Q>*?5/7 [H3?15<3A <= 8/1B*@
2/15?/7 TBLA5?A［8］; ,*K^<0O：M?/+*25?，$J’’;

［$#］W5H Q 4，W5H Q N; Q>*?5/7 [H3?15<3［8］; #3+ *+; ]*5D539：
8*1*<0<7<9L T0*AA，#&&&;

［$(］IB*3 I ^，N<39 Q .; _‘/?17L ?<2>7*1* A<7H15<3A <= 1B*
?<H7<26 ><1*315/7 >7HA / 3*K 0539@AB/>*+ ><1*315/7［ E］;
TBLA W*11 M，#&&)，(()：("%@("!;

!! 重庆师范大学学报（自然科学版）a B11>：b b KKK; ?Z3HD; ?3a a a a a a a a a a 第 #’ 卷



!"#$% &’()%*’+, ’- %./ &$.0’1*+2/0 !3)#%*’+
4*%. # &5./0*$#( 6#07’+*$ 8,$*((#%’09 :*+2 &.#5/1 ;’%/+%*#(

!"#$ %&’，"$ %&(’)*+(’
（!"##$%$ "& ’()*+,* -./ 0#$,12".+, 0.%+.$$2+.%，!(".%3+.% 4"25-# 6.+7$2*+1)，!(".%3+.% 89998:，!(+.-）

<=,%0#$%：;,,"2/+.% 1" 1($ +/$- "& +.12"/<,+.% .".=*>($2+,-# 2+.% *(->$/ "*,+##-1"2 >"1$.1+-# +. 1($ ?,(2@/+.%$2 $3<-1+".，A$ *1</) - .$A .".=,$.12-#

>"1$.1+-# A(+,( +* ,-##$/ 1($ *>($2+,-# (-25".+, "*,+##-1"2) 2+.% *(->$/ >"1$.1+-#B ,（-，!）. C
D /-D"D 0 %

D

D/-D
# 0 1 ,"*D ! 0 2 ,"*8 !

*+.D !,"*D( )!
B E($ $F-,1

*"#<1+".* "& ?,(2@/+.%$2 $3<-1+". A+1( 1(+* >"1$.1+-# -2$ +.7$*1+%-1$/ G) <*+.% 4+H+&"2"7=67-2"7 5$1("/ 34（$）.
C
D! !

$F>（ +4$）B E($

G"<./=*1-1$ *"#<1+".* "& G"1( 1($ -.%<#-2 -./ 2-/+-# $3<-1+".* -2$ $F>2$**$/ +. 1$25* "& 1($ I"/2+%<$* &"25<#- "2 1($ %$.$2-#+J$/ 6#12-*>($2+

>"#)."5+-#* -./ 1($ %$.$2-#+J$/ K-%<$22$ >"#)."5+-#*，A(+,( -2$ "’ . 56’7
（C8"(）9 8
（C 8 7）8#:9 D; 8 ’，’ 0 "(D 0#: 0 C，"(D 0 C，( )7 ，<’-（=）.

>%’-（=），2’- . C
D’-’-！
，% . C

D C 0 8! & B

>/9 4’01,：.".=,$.12-# >"1$.1+-#；?,(2"/+.%$2 $3<-1+".；4+H+&"2"7=67-2"7 5$1("/；G"<./ *1-1$

（责任编辑L 欧红叶）

:M第 N 期 L L L L L L L L L L L L L 周 L 鑫，等：球谐环形振荡势薛定谔方程的精确解


