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具有随机扰动和比率依赖的 I-22806型捕食系统的正解存在性!

华盈盈，杨志春

（重庆师范大学 数学学院，重庆 J###JG）

摘要：本文在 I-22806D（! K $）功能性反应随机捕食系统正解存在性的已有结论基础上，进一步研究将此模型基于比

率依赖理论，讨论对一类基于比率依赖的 I-22806D（! K $）型的随机捕食系统的正解全局存在性。该模型在随机白噪

声的干扰环境下，通过借助 L?1(.0-<函数方法和伊藤公式，详细得出该系统的正解在有限时间内不会爆破，以及它

的正解的全局存在性。
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! ! 在生物种群动力学中，生物模型中的各类功能性反应捕食系统的研究备受关注。$%E+ 年，I-22806 对于
不同类型的物种，提出了 H 种不同的功能性反应函数［$］。许多学者相继对 I-22806D!型、"型、#型的捕食模
型的稳定性、极限环、周期解的存在性等进行了研究［"D$"］。

然而，近年来，越来越多的生物、生理学证据表明，在许多情形下，特别是当捕食者不得不搜寻食物时，基

于比率依赖的捕食模型更切合实际情况。同时，日本数学家伊藤清（B) C>-）创立的随机微分方程的得到迅速
发展，并广泛应用到各个领域中去。借此，本文将考虑在随机白噪声的干扰环境下，一类具有基于比率依赖

的 I-22806D（! K $）功能性反应的捕食系统的生物数学模型，利用 L?1(.0-< 函数的方法和 C>- 公式，详细得出
该捕食系统正解全局存在性的条件。

$ 模型的准备与建立
设（ !，"，｛"#｝#"#，$）是完备的概率空间，具有流｛"#｝#"#满足通常条件即单调递增右连续，且"#是包含

所有的零测集。%&（ #）（ & ’ $，"）是定义在这个概率空间上的相互独立的标准布朗运动。引进记号!"
" ’｛(#

!"：(& ) #，& ’ $，"｝，符号 1) =)表示几乎必然。

具有基于比率依赖的 I-22806D（! * $）型功能性反应函数的食饵—捕食系统为［"］

O(（ #）’［(（ #）（ +$（ #）, -$（ #）(（ #））, .$（ #）·
(!（ #）

/!0!（ #）* (!（ #）
·0（ #）］O#

O0（ #）’［0（ #）（ +"（ #）, -"（ #）0（ #））* ."（ #）·
(!（ #）

/!0!（ #）* (!（ #）
·0（ #）］O{ #

（$）

其中，式中 (（ #），0（ #）分别表示食饵与捕食者在 # 时刻的种群密度，+&（ #），-&（ #），.&（ #）（ & ’ $，"）均为
［#，* P）上连续且非负的函数，+&（ #）（ & ’ $，"）为食饵和捕食者的自然增长率（即出生率减去死亡率），
-&（ #）（ & ’ $，"）为食饵和捕食者的种内竞争率，.&（ #）（ & ’ $，"）为食饵与捕食者的种间竞争率。
通过对（$）式作变换：+$（ #）$+$（ #）* "$

12$（ #），."（ #）$."（ #）* ""
12"（ #）后得到具有随机扰动的基于比

率依赖的 I-22806D（! * $）型功能性反应函数的捕食系统［H］
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式中 -.（ "）为独立的白噪声且 -.（ "）# $，"" $，. # "，#，!#
.，. # "，# 代表白噪声的强度。满足初值（!（$），

*（$））# !#
+，,.（ "）为标准独立的布朗运动。

假设 %& 不失一般生物学意义，总是假设系统（#）式满足（%）：$.（ "）%$，&.（ "）%$，’.（ "）%$（ . # "，#）
且有界。

设 /：!( 0 !" $!( 和 1：!( 0 !" $! (0) 都是 ’()*+可测的。考虑伊藤式的 (维随机微分方程
!!（ "）# /（!（ "），"）!" + 1（!（ "），"）!,（ "），$ & " 2 , （-）

设（-）式具有初值 !（$）# !$，其中 !$ 是｛3$｝上可测的 !
(值的随机变量满足 4［!#

$］2 ,，那么这个方

程就等价于随机积分方程 !（ "）# !$ + ’
"

$
/（!（ 5），5）!5 + ’

"

$
1（!（ 5），5）!,（ 5），$ & " 2 ,。

引理［.6/］&（伊藤公式）设 !（ "）（ ""$）是方程（-）的解，7# 8#9 "（!( 0 !"，!），则 7（!（ "），"）仍是伊藤
过程，且具有随机微分

!7（!（"），"）#｛7"（!（"），"）+ 7!!（"），"）/（"）+
"
# 0)12*（13（"）7!!（!（"），"）1（"））｝!" + 7!（!（"），"）1（"）!,（"）14 54

下面将借助构造 67189:(;函数的方法并应用 <0(公式，当假设%满足时，方程（#）式不仅存在正解，而且
该正解不会在有限时间内爆破。

# 模型的正解

定理 & 假设 %成立，则对任意给定的初值（!（$），*（$））# !#
+。则方程（#）式存在唯一正解（!（ "），

*（ "））# !#
+（ "" $）14 54。

证明 & 显然方程（#）式系数是局部 6=852>=0?连续的，对任意给定初值（!（$），*（$））# !#
"，则方程（#）

式存在唯一的局部解（!（ "），*（ "））（ "#［$，":）），其中 ":是爆破时间
［@6A］，那么要这个解全局存在，只需要证

明 ": # ,，14 54［B6"$］。

设 ;$ < $ 足够大，使（!（$），*（$））的每一个分量都落在［ "
;$
，;$］中，定义停时 "; # =:C｛" #［$，":］：

!（ "）(（ "
; ，;）或 *（ "）(（ "

; ，;）｝，其中 ;" ;$，令 =:C) # ,（)为空集），显然当 ;$, 时，"; 单调递增，

令 ", # +=D
;$,

";，则 ", & ":，14 54。如果能够证明 ", # ,，14 54，则 ": # ,，14 54。也就是（!（ "），*（ "））# !#
+

（ "" $），14 54。换句话说也就是要证明 ", # ,，14 54。若不然，则存在常数 = < $和 ##（$，"），使 >｛", &
=｝< #，则存在 ;" " ;$，当 ;" ;" 时有

>｛", & =｝& # （.）
因此定义一个 8# 函数 7：!#

" $!"，7（!，*）#（! % " % +: !）+（* % " % +: *），其中当 ?%$时，? % " %
+: ?" $，故 7（!，*）为非负函数。
当（!（ "），*（ "））# !#

+（ "" $）时，由伊藤公式得
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其中 & -（!（ #），%（ #））, ( .!（ #）!
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记 !（ #）, !，%（ #）, %，*/（ #）, */，./（ #）, ./，’/（ #）, ’/，/ , !，"，易得
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显然 -（!，%）有上界，设为 0%#，则
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对上式从 # 到 2* "3（表示 ’()（2，"3））积分得到

’
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因为 !（2* "3）# !"
& 对上式两边取期望得

4［1（!（2* "3），%（2* "3））］& 1（!（#），%（#））& 04（2* "3）& 1（!（#），%（#））& 02
式中及下面 4（ 5）表示 5的数学期望。
令 #3 ,｛"3& 2｝（3" 3!），则（*）式可写成 6（#3）" $。对每一个 %##3，由停时的定义存在 !（"3，%）

或 %（"3，%）等于 3或 !
3 ，从而 1（!（2* "3），%（2* "3））不小于 3 ( ! ( +) 3或 !

3 ( ! ( +) !
3 , !

3 ( ! & +) 3，

即总有

1（!（2* "3），%（2* "3））"［3 ( ! ( +) 3］*［ !
3 ( ! & +) 3］

由此知

& 1（!（#），%（#））& 02" $［!#3
（%）1（!（2* "3），%（2* "3））］" $｛［3 ( ! ( +) 3 ］*［ !

3 ( ! & +) 3］｝

其中 !#3
（%）表示 #3 的特征函数。令 3$,，则 , 7 1（!（#），%（#））& 02 , ,。所以 ", , ,，-. /.。证毕
此定理说明了随机扰动下的具有比率依赖的01++()28（" & !）型的食饵—捕食系统，在满足假设3的条

件下存在唯一的正解，而且无论白噪声的强度多大，即 !/（ / , !，"）有多大，该系统都存在唯一的全局正解。
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