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摘要：在由相互作用的子系统构成的大规模系统的优化中，许多分层和不分层的分化方法已经提出来。除了一些例

外，所有这些方法的性质基本上是启发式的。最近的研究考虑的是一系列称为拟分离的优化问题 :80
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#（ &）（ !，"（ &）），=) >) (（#）（ !）# #，(（ &）（ !，"（ &））# #，& ’ $，⋯，%，已经给出了严格的分解理论，一般足以涵盖许多大型

工程的设计问题。与文献［$］中利用可分化方法求解实值的目标函数模型不同，本文将同样用可分化方法求解更一
般的目标函数———向量值目标函数，给出了其局部弱 J1/’>-解的必要条件以及全局弱 J1/’>-解的充分必要条件。
关键词：可分化；全局（局部）优化；向量值优化；混合整数规划；多目标设计；拟分离子系统；弱 J1/’>-解
中图分类号：K""$) " 文献标志码：L! ! ! 文章编号：$EG"D EE%H（"#$$）#+D ###GD #E

! ! 许多离散优化问题是 9J难的，因此对于大数目的设计变量的优化是棘手的。对于一般的非凸连续的
全局优化，所有已知的算法都存在指数的计算复杂性，为此连续的全局优化同样是棘手的。因此，分解方法

可能是有用的，特别是对这些问题［$D"］。

许多分层和不分层的分化方法已经提出来，如 B/--的协同优化［H］，M10>N86DO-23’ 分解［I］，索比斯基的无
级分解［+］，并行子空间优化［E］，P’01.Q 10Q O1>=-0 的增广拉格朗日方法［G］。只有少数的方法都通过了严格
的证明收敛，或者被证明产生同等的优化问题（即没有引进虚假的解）［GD$$］。一般来说，与不分层中方法比较

起来，分层中的方法证明其正确性和收敛性更容易。

事实上，在严格的数学理论的正确性和收敛性存在的情况下，所有出版的分化方法是分层的，而且利用

一些特殊问题的结构。然而在多原则设计优化中，这些特殊问题的结构不是经常能被发现的。

在文献［$］中，作者讨论了在多原则设计优化问题中，带有混合整数的目标函数为实值的拟可分子系统
的优化问题的可分化理论，给出了关于连续变量包括离散子系统变量的拟分离的局部最优解的必要条件，尽

管连续的充分必要条件没有扩大到包括整数变量。

本文将文献［$］中的目标函数推广为向量值函数，然后同样去求解局部最优解的必要条件。即将目标
函数进行了推广，使其更一般化，扩大了应用的范围。

$ 纯离散的拟分离子系统理论
$) $ 记号与说明
记实 )维欧几里得空间为 *)，)元整数数组集为 !)，令 (+为向量 (的第 +个分量，,（-，!）$ *)表示球心

在 -、半径为 !的开球。记全局系统变量 !% *)#，局部子系统变量 "（ &）% !)&，& ’ $，⋯，%；) ’ )# $ )$ $ ⋯ $
)%，其中 %为子系统的个数。
记 " ’（ "（$），⋯，"（%））表示所有的局部变量， #（#）（ !）， #（$）（ !，"（$）），⋯， #（%）（ !，"（%））与 (（#）（ !），

(（$）（ !，"（$）），⋯，(（%）（ !，"（%））都是二次连续可微的实向量值函数，维数都为 .。本部分中的范数均为二范
数。
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下面给出拟分离的子系统问题［!］（""#）
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*+ ,+ ’ (（(）（ !）# (，(（ &）（ !，"（ &））# (，& ’ )，⋯，%
此问题中全局系统变量 !是向量，而所有的局部子系统变量 "（ &）是离散的。按照文献［!］中的可分化方法，得
到分化后的问题为上层（-../0 1/2/1）问题（3""#）
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其中 !（ &）（ !，)）是第 &个下层（456/0 1/2/1）问题（3""#）的全局最优解，& ’ )，⋯，%

$%&
"（ &）

’ !（ &）

*+ ,+ ’ $78
)#*#+
（(（ &）
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* ）# (，#（ &）（ !，"（ &））, )（ &） , !（ &）# (

设-和-.分别表示（""#）和（3""#）的可行集，假设可行离散集｛" /（ !，"）%-｝是有限集。记 "（ !，"）为（""#）
的目标函数，".（ !，)）为（3""#）的（-../0 1/2/1）的目标函数。
)0 ! 相关的定义及定理
引理 ) ［)］’ 若（ !，"）是（""#）的可行解，则（ !，)） ’（ !，)（)），⋯，)（%）） ’（ !， #（)）（ !，"（)）），⋯，

#（%）（ !，"（%）））是（3""#）的可行解。
证明 ’ 由（ !，"）是（""#）的可行解知（ !，"）% -，因此 (（(）（ !）# (，(（ &）（ !，"（ &））# (，& ’ )，⋯，%。考虑问

题（3""#）中的（ !，)）’（ !，)（)），⋯，)（%））’（ !，#（)）（ !，"（)）），⋯，#（%）（ !，"（%））），由此等式知在（3""#）的下
层问题中 !（ &）& (，于是 !（ &）（ !，)）’ (，& ’ )，⋯，%，即 (（(）（ !）# (且 !（ &）（ !，)）# (，& ’ )，⋯，%，这也就证
明了（ !，)）’（ !，)（)），⋯，)（%））’（ !，#（)）（ !，"（)）），⋯，#（%）（ !，"（%）））是（3""#）的可行解。 证毕

定义 )’（ !!，"!）% -是（""#）的局部弱 #70/,5解，如果存在开球 1（ !!，#），不存在（ !，"）% - 和 ! %
1（ !!，#）使得 "（ !，"）2 "（ !!，"!）。
定理)’ 如果是（ !!，)!）’（ !!，#（)）（ !!，"（)）!），⋯，#（%）（ !!，"（%）!））%-.（3""#）的局部弱 #70/,5解，

则（ !!，"!）% -是（""#）的局部弱 #70/,5解。
证明 ’ 假设存在（ !，"）% -和 !% 1（ !!，#）使得 "（ !，"）2 "（ !!，"!），于是存在一个序列（ !（3），"（3））%

-使得 !（3）’!! 且
"（ !（3），"（3））2 "（ !!，"!） （)）

对所有的 3均成立。由于 -中的离散部分假设的是有限的，故在必要的时候可设所有 "（3） ’ "4，于是可设 )4 ’
（ #（)）（ !!，"（)）4），⋯，#（%）（ !!，"（%）4）），由连续性可知

1%$
3’9
（ !（3），"（3））’（ !!，"4） （!）

可以看到，在(!（3） , !!( 2 #
!!
时，)（3） ’（ #（)）（ !（3），"

（)）
（3）），⋯，#

（%）（ !（3），"
（%）
（3）））（此处 )（3）为 +%维向量，不

是 +乘 %维矩阵）不在开球 1（)!，#
!!
）内，否则由已知条件知，至少存在一个 ) # *( # +，使得

" *(
（ !（3），"（3））’ ".*(（ !（3），)（3））& ".*(（ !!，)!）’ "*(（ !!，"!）

与（)）式矛盾。由 )（3）的连续性可知1%$3’9
)（3） ’ )4也不在开球 1（)!，#

!!
）内；又有

"
%

& ’ )
（)（ &）4 , )（ &）!）’ ".（ !!，)4）, ".（ !!，)!）’ "（ !!，"4）, "（ !!，"!） （:）

由（)）、（!）式可知1%$
3’9

"（ !（3），"（3））’ "（ !!，"4）# "（ !!，"!）。

故由（:）式知"
%

& ’ )
（)（ &）4 , )（ &）!）# (，再加上前面的 )4不在开球 1（)!，#

!!
）内，可得到，存在某个 )（ &）4 #
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!（ "）! # !
!! $$
。

由 %中的两个点（ &!，’!）和（ &!，’(），可构造一个新的点（ &，’）%%，其中 & ) &!，’（ *） ) ’（ *）!（ *) "），’（ "） )
’（ "）(。由引理 "，对应于（ &，’）% %，相应的点（ &，!（"）!，⋯，!（ " #"）!，!（ "）(，!（ " +"）!，⋯，!（$）!）% %,，于是新的点

（ &，!）)（ &，!（"）!，⋯，!（ " #"）!，!（ "）! # !
!! $$
，!（ " +"）!，⋯，!（$）!）% %,

其中(（ &，!）#（ &!，!!）( - !且 ",（ &，!）- ",（ &!，!!）与题设矛盾。 证毕

推论 "#（ &!，!!） )（ &!，.（"）（ &!，’（"）!），⋯，.（$）（ &!，’（$）!））% %, 是（$%%&）的全局弱 &’()*+ 解

*（ &!，’!）% %是（%%&）的全局弱 &’()*+解。
证明 #（必要性）假设存在（ &，’）% %使得 "（ &，’）- "（ &!，’!），于是存在一个序列（ &（/），’（/））% %使得

&/’&! 且 "（ &（/），’（/））- "（ &!，’!） （,）
对所有的 /均成立。由于 %中的离散部分假设的是有限的，故在必要的时候可设所有的 ’（/） ) ’(，于是可设

!( )（ .（"）（ &!，’（"）(，⋯，.（$）（ &!，’（$）(）），由连续性可知

-./
/’0
（ &（/），’（/））)（ &!，’(） （1）

对于 !（/） )（ .（"）（ &（/），’
（"）
（/）），⋯，.

（$）（ &（0），’
（$）
（/）））（此处 !（/）为 1$维向量，不是 1乘 $维矩阵），由其连续性

可知-./
/’0

!（/） ) !(，又有

"
$

" ) "
（!（ "）( # !（ "）!）) ",（ &!，!(）# ",（ &!，!!）) "（ &!，’(）# "（ &!，’!） （2）

由（,）、（1）式可知-./
/’0

"（ &（/），’（/））) "（ &!，’(）# "（ &!，’!）。

由 %中的两个点（ &!，’!）和（ &!，’(），可构造一个新的点（ &，’）% %，其中 & ) &!，’（ *） ) ’（ *）!（ * ) "），
’（ "） ) ’（ "）(。由引理 "，对应于（ &，’）% %，得到相应的点（ &，!（"）!，⋯，!（ " #"）!，!（ "）(，!（ " +"）!，⋯，!（$）!）% %, 且

",（ &，!）- ",（ &!，!!）与题设矛盾。
（充分性）由（ &!，’!）% %是（%%&）的全局弱 &’()*+解知，对于任意的（ &，’）% %有 "（ &!，’!）# "（ &，’），
由引理 " 知 （ &!，!!）)（ &!，.（"）（ &!，’（"）!），⋯，.（$）（ &!，’（$）!））% %,

且 ",（ &!，!!）# ",（ &，!），即（ &!，!!）)（ &!，.（"）（ &!，’（"）!），⋯，.（$）（ &!，’（$）!））%%,是（$%%&）的全局弱
&’()*+解。 证毕

! 混合整数拟分离系统理论
!2 " 记号与说明

记全局系统变量 &% 343，局部子系统变量 ’（ "） )（ ’（ "），’（ "）4 ）% 34" 5 674"，4" ) +4" + 74"，" ) "，⋯，$。记 ’ )

（ ’（ "），⋯，’（$））表示所有的局部变量，,’ )（ ’（"），⋯，’（$））是连续变量 ’4 )（ ’（"）4 ），⋯，’$4））时离散变量，.（ &），
8（3）（ &），8（"）（ &，’（"）），⋯，8（$）（ &，’（$））都是实向量值函数，维数都为 1。
先考虑（%%&）模型中的一种特殊情况，问题（ 5%6）

/.7
&，’

# .（ &）

89 *9 # 8（3）（ &）# 3，8（ "）（ &，’（ "））# 3，" ) "，⋯，$
分化后的问题为（:;;)( -)<)-）（$5%6）

/.7
&
# .（ &）

89 *9 # 8（3）（ &）# 3，#（ "）（ &）# 3，" ) "，⋯，$
其中 #（ "）（ &）是第 "个（=+>)( -)<)-）问题（$5%6）的最优解，" ) "，⋯，$
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# #（ "）
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! （ %，&（ $） ’ !（ $）
! ）# )

设 (表示（ *+,）的可行集，（-*+,）的可行集则记为 () *｛% +（ %，&）｝% (，对于某个 &｝
., . 相关的定义与定理
定义 .$（ %!，&!）% (是（ *+,）的局部弱 /&01#2解，如果存在开球 -（（ %!，&!，"），不存在（ %，&）% (，（ %，

,& % -（（ %!，&!），"）使得 .（ %）/ .（ %!）。
定理 .$ 如果 %! 是（-*+,）的局部弱 /&01#2解，则存在 &! 使得（ %!，&!）是（ *+,）的局部弱 /&01#2解。
证明 $ 假设不存在这样的 &! 使得（ %!，&!）是（ *+,）的局部弱 /&01#2解，即对于所有的 &!，（ %!，&!）都

不是（ *+,）的局部弱 /&01#2解，于是对于任意的开球-（（ %!，&!），存在（ %，&）%(，（ %，,&）%-（（ %!，&!））使得
.（ %）/ .（ %!） （3）

因为 %! 是（-*+,）的局部弱 /&01#2解，则存在 # 0 )，使得对于所有的点 %% () - -（ %!，#），至少存在一个
( # !) # "，使得 .!)（ %!）# .!)（ %）。

由 %! % () 知，存在 &! 使得（ %!，&!）% (；因为(% ’ %!(. #(（ %，,&）’（ %!，&!）(.，故由（ %，&）% (，

（ %，,&）% -（（ %!，&!））可知 %% () - -（ %!，#），于是至少存在一个 (# !) # "，使得 .!)（ %!）# .!)（ %），与（3）
式矛盾。 证毕

推论 .$ %! 是（-*+,）的全局弱 /&01#2解*存在 &! 使得（ %!，&!）是（ *+,）的全局弱 /&01#2解。
., 4 记号与说明

下面来讨论一般的（++/）的模型。记全局系统变量 %%12)，局部子系统变量 &（ $） *（ &（ $），&（ $）5 ）%12$ 3 ! 42$，

2$ * 2$ 5 2$5，$ * (，⋯，6；2 * 2) 5 2( 5 ⋯ 5 26，其中 6为子系统的个数。

记 & *（ &（(），⋯，&（6））表示所有的局部变量，,& *（ &（(），⋯，&6）是连续变量，&5 *（ &（(）5 ，⋯，&（6）5 ）是离散变
量，.（)）（ %），.（(）（ %，&（(）），⋯，.（6）（ %，&（6））与 #（)）（ %），#（(）（ %，&（(）），⋯，#（6）（ %，&（6）））都是实向量值函数，维数

都为 "。
本文考虑的拟分离子系统问题和前面给出的模型一样，记为（++/），分化后的问题模型也和前面一样，

记为（-++/）。

设 (和 () 分别表示（++/）和（-++/）的可行集，假设可行离散集｛&5 +（ %，&）% (｝是有限集。记 $（ %，,&，&5）
为（++/）的目标函数，$)（ %，7）为（-++/）的（67710 81918）的目标函数。
引理.［(］$ 若（ %，&）是（++/）的可行解，则（ %，7）*（ %，7（(），⋯，7（6））*（ %，.（(）（ %，&（(）），⋯，.（6）（ %，&（6）））

是（-++/）的可行解。
定义 4$（ %!，&!）% (是（++/）的局部弱 /&01#2解，如果存在开球 -（（ %!，&!），"），不存在（ %，&）% (，

（ %，,&）% -（（ %!，&!），"）使得 $（ %，,&，&5）/ $（ %!，&!，&!5 ）。
定理 4$ 如果（ %!，7!）*（ %!，.（(）（ %!，&（(）!），⋯，.（6）（ %!，&（6）!））% ()是（-++/）的局部弱 /&01#2解，

则（ %!，&!）% (是（++/）的局部弱 /&01#2解。

证明 $ 假设对于任意的开球 -（（ %!，&!），"）使得 $（ %，,&，&5） / $（ %!，&!，&!5），于是存在一个序列
（ %（8），&（8））% (使得（ %（8），&（8））’（ %!，&!）且

$（ %（8），&（8），&（8）
5 ）/ $（ %!，&!，&!5 ） （:）

对所有的 8均成立。由于 ( 中的离散部分假设的是有限的，故在必要的时候可设所有的&（8）
5 * &95，定义 &9 *

（ &9，&95），其中&9 * &!，&（8）
5 * &95。令 79 *（ .（(）（ %!，&（(）9），⋯，.（6）（ %!，&（6）9））由连续性可知 8;%

8’<
（ %（8），&（8）） *

（ %!，&9）% (。

可以看到，在(%（8） ’ %!( / "
!.
时，7（8） *（ .（(）（ %（8），&

（(）
（8）），⋯，.

（6）（ %（8），&
（6）
（8）））不在开球 -（7!，"

!.
）内，
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否则由已知条件知，至少存在一个 ! # !" # "，使得

! !"（ #（$），%$，%（$）
# ）& !’!"（ #（$），(（$））& !’!"（ #!，(!）& ! !"（ #!，%!，%!# ）

与（$）式矛盾。由 (（$）的连续性可知%&’$’(
(（$） & ()也不在开球*（(!，"

!)
）内，由定理)的证明过程，类似的可得

到，存在某个 (（ +）) # (（ +）! , "
)! --
。

由 .中的两个点（ #!，%!）和（ #!，%)），可构造一个新的点（ #，%）% .，其中 # & #!，,% & %!，%（ !）# & %（ !）!#（ !)

+），%（ +）# & %（ +）)# 。由引理)，对应于（ #，%）% .，相应的点（ #，(（!）!，⋯，(（ + ,!）!，(（ +）)，(（ + /!）!，⋯，(（-）!）% .’，于是新

的点（ #，(）&（ #，(（!）!，⋯，(（ + ,!）!，(（ +）! , "
)! --
，(（ + /!）!，⋯，(（-）!）% .’，其中(（ #，(）,（ #!，(!）( 0 "且

!’（ #，(）0 !’（ #!，(!）与题设矛盾。 证毕

推论 *+（ #!，(!） &（ #!，1（!）（ #!，%（!）!），⋯，1（-）（ #!，%（-）!））% .’ 是（,--.）的全局弱 ./0123 解
*（ #!，%!）% .是（--.）的全局弱 ./0123解。

证明 +（必要性）假设对于任意的开球 *（（ #!，%!），"）使得 !（ #，,%，%#）0 !（ #!，%!，%!# ），于是存在一个序
列（ #（$），%（$））% .使得（ #（$），%（$））’（ #!，%!）且

!（ #（$），%（$），%（$）
# ）0 !（ #!，%!，%!# ） （4）

对所有的 $均成立。由于 . 中的离散部分假设的是有限的，故在必要的时候可设所有的%（$）
# & %)#，定义 %) &

（ %)，%)#），其中 %) & %!，%（$）
# & %)#。令 () &（ 1（!）（ #!，%（!）)），⋯，1（-）（ #!，%（-）)））由连续性可知 %&’

$’(
（ #（$），%（$）） &

（ #!，%)）% .。对于 (（$） &（ 1（!）（ #（$），%
（!）
（$）），⋯，1

（-）（ #（$），%
（-）
（$）））由其连续性可知%&’$’(

(（$） & ()，由 .中的两个点

（ #!，%!）和（ #!，%)），可构造一个新的点（ #，%）% .，其中 # & #!，,% & %!，%（ !）# & %（ !）!#（ !) +），%（ +）# & %（ +）)# 。由引理
)，对应于（ #，%）% .，得到相应的新的点（ #，(（!）!，⋯，(（ + ,!）!，(（ +）)，(（ + /!）!，⋯，(（-）!）% .’ 且 !’（ #，(） 0
!’（ #!，(!）与题设矛盾。
（充分性）由（ #!，%!）% .是（--.）的全局弱 ./0123解知，对于任意的（ #，%）% .有 !（ #!，%!）# !（ #，%），
由引理 ) 知 （ #!，(!）&（ #!，1（!）（ #!，%（!）!），⋯，1（-）（ #!，%（-）!））% .’

且 !’（ #!，(!）# !’（ #，(），即（ #!，(!）&（ #!，1（!）（ #!，%（!）!），⋯，1（-）（ #!，%（-）!））% .’ 是（,--.）的全局弱
./0123解。 证毕

)2 5 数值算例
例 + 考虑带有实数和整数子系统变量（ %（ +），"（ +））% 3) 4 !) 的原则设计优化（6,7）问题。目标函数为

!（ #，%） & "
!"

+ & !
（ #（ +） / "2 !%（ +）），约 束 条 件 为 #（ +） & $(%（ +）()（! , (%（ +）(

!)
）)"（ +） / (%（ +）()

) （) ,

(%（ +）(
!)
）)（ ( )!! , "（ +）），" # %（ +）

! # "2 89，"（ +）
! %｛"，!｝，+ & !，⋯，!"，! & !，)。其中 #（ +） &（ #（ +）

! ，#
（ +）
) ）

:，%（ +） &

（ %（ +）
! ，%
（ +）
) ）

:。

知道在点（ #，%，"）% 3)" 4 3)" 4｛"，!｝)" 处有 )!" 个局部弱 ./0123 解，并且每一个三元数组（ #（ +）
! ，%
（ +）
! ，

"（ +）
! ），+ & !，⋯，!"，! & !，)为（"，"，"）或（ 4

!;，
*
5 ，!），类似于文献［!］中的例)，可以得到目标函数为 !’（#，(）&

"
!"

+ & !
（ #（ +） / (（ +））的可分化问题（,--.），且可分化问题（,--.）有唯一的局部弱 ./0123解（ #，(）&（"，"）。
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