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格上的 !E传递模糊矩阵!
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（南通航运职业技术学院 基础教学部，江苏 南通 ""*#$#）

摘要：在模糊矩阵文献中，人们不仅用 76.和 7/H这两个运算来定义和讨论矩阵的运算，还用［#，$］上的三角模来
定义和讨论矩阵的运算。本文利用完备分配格 "上三角 !E模及模糊矩阵运算，定义了 !E传递模糊矩阵，并且给出 !E
传递模糊矩阵的一些性质。如设 #是" I分配 !$模，% 是 !$幂等矩阵，那么，% 是幂等矩阵当且仅当 % 是传递矩阵；
传递的对称矩阵是幂等矩阵；设 %#"& J &是传递矩阵，’ K %"%!。则 ’是传递的对称矩阵，因而也是幂等矩阵。
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! ! 众所周知，矩阵是现代数学中非常重要的概念，
在分析学、代数学、几何学、逻辑学和组合数学等学

科中都有广泛应用。人们不仅关心数环和数域上的

矩阵，还关心抽象环和抽象域的矩阵，甚至格上的矩

阵。例如，P&&09矩阵既可以看成抽象的二元域｛#，
$｝上的矩阵，又可以看成二元格｛#，$｝上的矩阵，在
经典的二值逻辑的代数理论中占有重要地位；模糊

矩阵，也就是格（［#，$］，76.，7/H）上的矩阵，在
模糊推理和模糊系统分析中有着重要的应用。在模

糊矩阵文献中，人们不仅用 76. 和 7/H 这两个运算
来定义和讨论矩阵的运算，还用［#，$］上的三角模
来定义和讨论矩阵的运算［$ED］。在文献［*］中给出
了完备分配格 "上三角 !E模的定义及相关模糊矩阵
运算，进一步，本文给出 !E传递模糊矩阵的定义，并
且给出 !E传递模糊矩阵的一些全新的结果。
关于格上三角模的一些相关定义、性质、符号的

含义等，在文献［D］中都可以找到。

$ 格上的 !E传递模糊矩阵

定义 $! 设 % K（()*）#"+ J &，(#"。定义 %( K
（,)*）#"+ J &如下：对于任意的 )#｛$，"，⋯，+｝，
*#｛$，"，⋯，&｝

,)* K
$，若 ()*$(
#，{ 否则

%( 称为 %的 ($割。
定义 "! 设 #是 "上的二元运算。若 # 满足条

件：%(，,，-#"

$）（( = ,）= - K ( =（, = -） 结合律

"）（( = ,）K（, = (） 交换律

G）, &-’( = , &( = - 单调性

O）( = # K ( 边界条件

则称 #为 "上的三角余模，简称 !$模。
定义 G! 设 #为 !$模，% K（()*）#"& J &。

$）若 .&&%，则称 % 为自反矩阵；若 .&"% K
#& J &，则称 %为反自反矩阵。

"）若 %"（ !）&%，则称 % 为 #$传递矩阵；若 %"&
%，则称 %为传递矩阵。

G）若存在 /#Q R，使得 %/（ !）K #& J &，则称 % 为

#$幂零矩阵；若存在 /#Q R，使得 %/ K #& J &，则称 %
为幂零矩阵。

O）若 %"（ !）K %，则称 %为 !$幂等矩阵；若 %" K %，
则称 %为幂等矩阵。

D）若 %! K %，则称 %为对称矩阵。
定理 $! 设 % K（()*）#"& J &，若 % 是传递矩阵，

则对于每一个 (#"，%( 是传递矩阵。

证明! 设 %是传递矩阵，并设 ( 为 " 中任意一
个给定的元素。令 %( K（ ,)*），%

" K（ -)*），（%(）
" K

（0)*），任意给定 )，*#｛$，"，⋯，&｝。
比较 0)*和 ,)*，当 0)* K # 时，有 0)*& ,)*。现在设

0)* K $，即"
&
/ K $（,)/( ,/*）K $，于是，对任意 /#｛$，

"，⋯，&｝，使得 ,)/#(,/#* K $，从而 ()/#( (/#*)(。

由此可见，-)* K"
&
/ K $（()*( (/*）)(。由于 % 是
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传递矩阵，有 !"#&$"#。因此 $"#)$，从而 %"# ! "。所
以总有 &"#&%"#。这样一来，由于 "，# 的任意性，有
（’$）

#&’$。 证毕

定理 #$ 设 (是 )*模，’，+#,- % -，那么下列命题

成立：

"）若 ’是传递矩阵，则 ’是 )*传递矩阵；
#）’! 是 )*传递矩阵当且仅当 ’是 )*传递矩阵；
&）若 ’是 )*传递矩阵，则对于任意的 "，##｛"，

#，⋯，-｝，"* #，.（ "，#）+ ’ + .（ "，#）是 )*传递矩
阵；

’）若 ’是 )*传递矩阵，则对于任意的正整数 /，
’/ ( "（(）&’/（(），’/（(）是 )*传递矩阵；

)）若 (是"*分配 )*模，’和 +都是 )*传递矩阵，
并且 ’·)+ ! +·)’，则 ’·)+也是 )*传递矩阵。
证明 $ 命题（"）容易验证。显然 ’#（(）&’,

（’#（(））!&’!，（ ’#（(））!&’!,（ ’!）#（(）& ’!，因此

’#（(）&’ ,（’!）#（(）&’!。由此可见，命题（#）成立。
现在设 ’是 )*传递矩阵。不难验证
（.（ "，#）·) ’·) .（ "，#））·)（.（ "，#）·
) ’·) .（ "，#））! .（ "，#）·)（’ ·) ’）·
) .（ "，#）&.（ "，#）·)’·) .（ "，#）。

所以命题（&）成立。
当 / ! " 时，由于 ’/（(）是 )*传递矩阵，当然有

’/ ( "（(）&’/（(）。假设当 / ! 0 时有 ’/ ( "（(）&’/（(），当

/ ! 0 ( " 时，根据归纳假设和·)的单调性，有
’/ ( "（(）! ’0 ( "（(）·)’&’0·)’ ! ’0 ( "（(）! ’/（(）

所以，对于任意的正整数 /，’/ ( "（(）&’/（(）。由此可

见，对于任意的正整数 /)#，’/（(）&’，从而，根据
·)的单调性，有 ’/（(）·)’/（(）&’/ * "（(）·)’ ! ’/（(）。

所以，对于任意的正整数 /，’/（(）是 )*传递矩阵。这
表明命题（’）成立。
最后，若 ( 是"*分配 )*模，’ 和 + 都是 )*传递

矩阵，并且 ’·) + ! +·)’，则·) 满足结合律并具
有单调性，从而

（’·)+）·)（’·)+）! ’·)（+·)’）·) + !
’·)（’·) +）·) + !（’·)’）·)（+·) +）&

’·)+
这表明 ’·) + 是 )*传递矩阵。所以命题（)）成

立。 证毕

定理 &$ 设 (是"*分配 )*模，’ 是 )*幂等矩阵，
那么，’是幂等矩阵当且仅当 ’是传递矩阵。
证明$ 显然，当 ’ 是幂等矩阵时，’ 是传递矩

阵。

现在假设 ’ 是传递矩阵，于是 ’#&’。由于 ’
是 )*幂等矩阵，又有 ’#（(） ! ’。因此 ’#&’#（(）。另

一方面 ’#（(）&’#。所以 ’#（(） ! ’#，从而 ’# ! ’，这
就是说，’是幂等矩阵。 证毕

定理 ’$ 传递的对称矩阵是幂等矩阵。
证明$ 设 ’ !（$"#）#,- % -是传递的对称矩阵。

令 1’ ! +,-.（ $"，$#，⋯，$-），其中 $" ! (
-
# ! "（ $"#(

$#"），"#｛"，#，⋯，-｝。通过简单的演算可知 1’·

’ ! ’·1’ ! ’。这里，由 ’ 是对称矩阵，有 $" !
(-

# ! "$"#，"#｛"，#，⋯，-｝。一方面，由于 ’# 的第 " 行
第 "列的元素为"-

# ! "（$"#($#"）!(
-
# ! "$"#，因此 1’&

’#。另一方面，由 ’是传递矩阵，有 ’#&’。利用矩
阵合成的单调性，可得 ’ ! 1’·’&’#·’&’·’ !
’#。所以 ’# ! ’，即 ’是幂等矩阵。 证毕

定理 )$ 设 ’#,- % -是传递矩阵，+ ! ’"’!，则

+是传递的对称矩阵，因而也是幂等矩阵。
证明$ 显然 + 是对称矩阵，由于 +&’ 且 ’ 是

传递矩阵，因为 +#&’#&’；由于 +&’! 且 ’是传递
矩阵，+#&（’!）#&’!。因此 +#&’"’! ! +，所以 +
是传递矩阵，+是幂等矩阵。 证毕
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