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半严格 !"#广义凸函数!

赵! 宇，黄金莹
（佳木斯大学 理学院数学系，黑龙江 佳木斯 $HI##F）

摘要：定义了广义凸集和!"#广义凸函数等概念，进而给出半严格!"#广义凸函数概念，并将已有文献中提出的条件
/推广为条件 J$、J"，指出条件 J$、J" 的若干性质，得到其所蕴含的等式关系：若 !在 $上满足条件 J$、J"，则"!#
（#，$），"%$，%" #［#，$］，%$ $ %"，"&，’# $，有 !（&，’，!%$ (（$ ) !）%"）* !［!（&，’，%$），!（&，’，%"），!］。并在此
基础上给出半严格 !"#广义凸函数的两个充分条件，指出在一定条件下，满足中间点半严格 !"#广义凸性的 !"#广
义凸函数是半严格 !"#广义凸函数。最后列举了若干满足本文结论的向量值函数 !和数量函数 #的具体形式，并给
出半严格 !"#广义凸函数在极小化问题中的应用。
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! ! 凸性及广义凸性是不等式研究的主要内容，同时也在最优化理论方面起着重要作用。近 "# 年的文献中
出现了各种各样的广义凸函数，其中的一类常见的推广方式是以讨论极值问题最优性条件为目的通过将凸

性条件弱化来构造广义凸函数。$C)$ 年，L&’9*’［$］和 /,&78’［"］提出了不变凸、拟不变凸和伪不变凸函数等
概念，并利用其条件建立了分式规划对偶理论；$C)H 年，%8;&M+5&,［B］提出预不变凸函数的概念；$CC$ 年，
J3’3［I］定义了更广义的预不变拟凸函数。值得一提的是，$CCH 年 N*0&’ <( O(与 48*1; <( M(［H］提出的条件 /
所蕴含的等式关系搭建了不变凸函数类之间的关系，推导出严格、半严格预不变（拟）凸函数的若干判别准

则，极大促进了不变凸函数类的性质研究；"##H 年，K’:=P&M［D］提出 +G预不变凸函数，并研究了其在数学规划
中的应用。近几年，国内的专家学者针对上述各类广义凸函数开展了特性研究，唐万梅［FG)］研究了强预不变

凸函数和强预拟不变凸函数的充要条件，刘彩平［C］研究了半严格不变凸函数，丰富了无限维空间中的广义

凸理论，黄金莹、赵宇等［$#G$$］对预不变凸函数的性质及凸函数的半连续性做了进一步研究。

由于它们在一定程度上保留了凸函数的良好性质，所以各类广义凸函数之间必然有着类似的性质，在研

究方法和技巧上就不可避免地出现了类比、雷同、重复的现象，且在处理具体问题时又受到具体形式的影响。

本文建立半严格 !"#广义凸函数概念，开展一般性研究，将目前相关结果加以整合、梳理和推广。

$ 半严格 !"#广义凸函数

定义 $! 设集合$%!,。称$是关于!的广义凸集，若存在向量值函数!：$ - $ -［#，$］&!,，使得"!#
［#，$］，"&，’# $，有 !（&，’，!）# $。
将上述中 $% !, 换成 .% !，就会有：设集合 .% !。称 .是关于 #的广义凸集，若存在数量函数 #：.

- . -［#，$］&!，使得"!#［#，$］，"/，0# .，有 #（ /，0，!）# .。
定义"! 设$%!,是关于!的广义凸集，.%!是关于#的广义凸集，称数量函数 1：$&.在$上是!"#

广义凸函数，若"!#［#，$］，"&，’# $，有 1［!（&，’，!）］’ #［ 1（&），1（’），!］。
定义 B! 设 $% !,是关于 !的广义凸集，.% !是关于 #的广义凸集，称数量函数 1：$&.在 $上是半

严格 !"#广义凸函数，若"!#（#，$），"&，’# $，且 1（&）$ 1（’），有 1［!（&，’，!）］2 #［ 1（&），1（’），!］。
特别地，在上述定义中，当特取 .% !为凸集，并且 #（ /，0，!）* !/ (（$ ) !）0，"/，0# .，则称数量函
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数 !："&#在 "上是半严格 $凸函数。当特取 %（ &，’，!）( !"#｛&，’｝，"&，’# #，则称数量函数 !："&#在 "
上是半严格 $拟凸函数。
注 $% 文献［$)&］给出如下概念：设集合"%!*，如果存在向量函数"：!* + !*&!*，使得"!#［’，$］，

",，-# "，有 - . !"（,，-）# "，则称集合 "是关于 "的不变凸集。
设集合 "% !* 是关于 "的不变凸集，函数 !："&!，则
!若 !满足："!#［’，$］，",，-# "，!（- . !"（,，-））’ !!（,）.（$ / !）!（-），则称 !是预不变凸函

数；

"若 !满足："!#（’，$），",，-# "，!（,）$ !（-），有 !（- . !"（,，-））0 !!（,）.（$ / !）!（-），则称
!是半严格预不变凸函数。
将上述概念中!!（,）.（$ / !）!（-）替换为!"#｛!（,），!（-）｝可得预不变拟凸函数和半严格预不变拟凸

函数的概念。

由此，取 "% !* 为关于 "的不变凸集，#% !为凸集。若令 $（,，-，!）( - . !"（,，-），",，-# "，!#
［’，$］，%（ &，’，!）( !& .（$ / !）’，"&，’##，则当数量函数 !："&#为 "上关于 "的半严格预不变凸函数时
!在 "在上是半严格 $凸函数。若令 $（,，-，!）( - . !"（,，-），",，-# "，!#［’，$］，%（ &，’，!）( !"#｛&，
’｝，"&，’# #，则当数量函数 !："&#为 "上关于 "的半严格预不变拟凸函数时 !在 "上是半严格 $拟凸函
数。

( 条件 )$、)( 及其性质

定义 *% 设"%!*是关于$的广义凸集，称$在"上满足条件 )$、)(，若"#，$#［’，$］，且 # 0 $，",，

- # "，有 )$：$［-，$（,，-，$），$ / #
$
］( $（,，-，#）；)(：$［,，$（,，-，#），

$ / #
$ / #
］( $（,，-，$）。设 #% !是关

于 %的广义凸集，称 %在#上满足条件 1$、1(，若"#，$#［’，$］，且 # 0 $，"&，’##，有 )$：%［ ’，%［ &，’，$］，

$ / #
$
］( %（ &，’，#）；)(：%［ &，%（ &，’，#），

$ / #
$ / #
］( %（ &，’，$）。

对于条件 )$、)(，有如下几个性质。

定理$% 若向量值函数 $在 "%!*上满足条件 )$、)(，则"!#（’，$），"2$，2(#［’，$］，2$$ 2(，",，
-# "，有 $（,，-，!2$ .（$ / !）2(）( $［$（,，-，2$），$（,，-，2(），!］。
证明 % "!#（’，$），"2$，2( #［’，$］，2$ $ 2(，",，-# "，分以下两种情况讨论。
!当 2$ 0 2( 时，由条件 )$、)( 得

$［$（,，-，2$），$（,，-，2(），!］(
)(

$［$（,，-，2$），$［,，$（,，-，2$），
2( / 2$

$ / 2$
］，!］(

$［$（,，-，2$），$［,，$（,，-，2$），
2( / 2$

$ / 2$
］，$ /

2( / 2$

$ / 2$
（$ / !）

2( / 2$

$ / 2$

］(
)$

$［,，$（,，-，2$），
2( / 2$

$ / 2$
（$ / !）］( $［,，$（,，-，2$），

!2$ .（$ / !）2( / 2$

$ / 2$
］(

)(
$（,，-，!2$ .（$ / !）2(）

"当 2$ 3 2( 时，由条件 )$ 得

$［$（,，-，2$），$（,，-，2(），!］(
)$

$［$（,，-，2$），$［-，$（,，-，2$），$ /
2(

2$
］，!］(

$［$（,，-，2$），$［-，$（,，-，2$），
2$ / 2(

2$
］，$ /

2$ / 2(

2$
（$ / !）

2$ / 2(

2$

］(
)$
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!［"，!（#，"，$!），
$! % $"

$!
（! % !）］& !［"，!（#，"，$!），! %

!$! ’（! % !）$"

$!
］&

#!
!（#，"，!$! ’（! % !）$"）

由情况!、"知，定理成立。 证毕

注 "$ 由定理 ! 证明过程中的"可以得到下面的推论。
推论 !$ 若向量值函数 !在 (% !)上满足条件 #!，则对"!#（%，!），"$!，$" #［%，!］，$! * $"，"#，

"# (，有 !（#，"，!$! ’（! % !）$"）& !［!（#，"，$!），!（#，"，$"），!］。
定理 ! 中向量值函数 !换成数量函数 +在关于 +的广义凸集 ,% !中考虑也同样成立。
定理"$ 若向量值函数!在(%!)上满足条件 #!，且对"#，"#(，有!（#，"，%）& "，则对""，##［%，

!］，且 " - #，"#，"# (，有 #.
!：!［!（#，"，#），"，

"
#
］& !（#，"，"）。

证明 $ !在 (上满足条件 #!，即""，##［%，!］且 " - #，"#，"# (，有 #!：!［"，!（#，"，#），! % "
#
］&

!（#，"，"）。令 " & %，有 !［"，!（#，"，#），!］ & !（#，"，%） & "，若 ""，# #［%，!］，且 " & % - #，则可由

!（#，"，%）& "知，!［!（#，"，#），"，%#
］& !［!（#，"，#），"，%］& " & !（#，"，%）。若""，##［%，!］，且% - " - #，则

!［!（#，"，#），"，"#
］& !｛!（#，"，#），!［"，!（#，"，#），!］，"#

｝&

!｛!（#，"，#），!［"，!（#，"，#），!］，! %
! % "

#
! ｝& !［"，!（#，"，#），! % "

#
］& !（#，"，"）

则定理得证。 证毕

定理 &$ 若 (% !)是关于 !的广义凸集，且"!#［%，!］，"#，"# (，有 !（#，"，!）& !（"，#，! % !），
则条件 #! 等价于条件 #"。

证明 $ ""，##［%，!］，且 " - #，"#，"# (，有 !［"，!（#，"，#），! % "
#
］& !［"，!（"，#，! % #），# % "

#
］&

!［"，!（"，#，! % #）］，! % " %（! % #）
! %（! % #）

&
#"

!（"，#，! % "）& !（#，"，/）

则条件 #" 蕴含条件 #!。且由 $ $ $ $ !［#，!（#，"，"），# % "
! % "
］& !［#，!（#，"，"），! % ! % #

! % "
］&

!［#，!（"，#，! % "），! % ! % #
! % "
］&

#!
!（"，#，! % #）& !（#，"，#）

知条件 #! 蕴含条件 #"。 证毕

定理 ’$ 设 (% !)为关于 $的不变凸集，若 $在 (上满足条件 (，则 !（#，"，!）& " ’ !$（#，"）在 (上
满足条件 #!、#"。

证明 $ 因 $在 (上满足条件 (，即"!#［%，!］，"#，"# (，有
$（"，" ’ !$（#，"））& % !$（#，"），$（#，" ’ !$（#，"））&（! % !）$（#，"）

从而，""，##［%，!］，且 " - #，"#，"# (，有

!［"，!（#，"，#），! % "
#
］& !（#，"，#）’（! % "

#
）$（"，!（#，"，#））&

" ’ #$（#，"）’（! % "
#
）$（"，" ’ #$（#，"））& " ’ #$（#，"）’（! % "

#
）（ % #）$（#，"））&

" ’［# ’（! % "
#
）（ % #）］$（#，"）& !（#，"，"）

!［#，!（#，"，"），# % "
! % "
］& !（#，"，"）’ # % "

! % "$
（#，!（#，"，"））& " ’ "$（#，"）’ # % "

! % "$
（#，" ’ "$（#，"））&

" ’ "$（#，"）’ # % "
! % "
（! % "）$（#，"）& " ’［" ’（# % "）］$（#，"）& !（#，"，#）
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故 !在 "上满足条件 !"、!#。 证毕

满足条件 !"、!# 的具体的向量值函数 !、数量函数 #将由本文注 $、注 % 分别给出。
定理 &’ 设函数 $："&%在 "上是半严格 !&#广义凸函数，!满足条件 !"、!#，则对"’，(# "，!（"）)

$［!（’，(，"）］在［(，"］上"##（(，"），"""，"# #［(，"］，且!（""）$!（"#），有!（#"" *（" + #）"#）,
#［!（""），!（"#），#］。
证明 ’ "##（(，"），"""，"# #［(，"］，!（""）$ !（"#），则由 !满足条件 !"、!# 及定理 " 可以推得

’ !（#"" *（" + #）"#）) $［!（’，(，#"" *（" + #）"#）］) $｛!［!（’，(，""），!（’，(，"#），#］｝,
#｛$［!（’，(，""），$［!（’，(，"#）］，#｝) #［!（""），!（"#），#］ 证毕

由定理 & 可以得到如下两个推论。
推论#’ 设函数 $："&%在"上是半严格!凸函数，!满足条件!"、!#，则"’，(#"，!（"）) $［!（’，(，"）］

是［(，"］上的半严格凸函数。
推论 $’ 设函数 $："&%在"上是半严格!拟凸函数，!满足条件!"、!#，则"’，(#"，!（"）) $［!（’，(，"）］

是［(，"］上的半严格拟凸函数。

$ 半严格 !&#广义凸函数的充分条件

定理 )’ 设 "% !-是关于 !的广义凸集，%% !是关于 #的广义凸集，且有如下条件：!!、#在 "上满
足条件条件 !"、!#；""##（(，"），#（ .，/，#）关于 /在 %上严格增加；#函数 $："&%在 "上是 !&#广义凸
函数，且满足("#（(，"），"’，(# "，且 $（’）$ $（(），有 $［!（’，(，"）］, #［ $（’），$（(），"］，则函数 $在 "上
是半严格 !&#广义凸函数。
证明 ’ 假设函数 $不是半严格 !&#广义凸函数，即()##（(，"），(’(，(( # "，$（’(）$ $（((），有

$［!（’(，((，)#）］* #［ $（’(），$（((），)#］
因为 $在 "上是 !&#广义凸函数，故又有 ’ ’ ’ ’ $［!（’(，((，)#）］’ #［ $（’(），$（((），)#］
于是 $［!（’(，((，)#）］) #［ $（’(），$（((），)#］ （"）
令 0( ) !（’(，((，"），"$ )#，则分以下两种情况。

*）若 " 1 )#，取 /( ) " + )#
"
，由条件! 2 #知 !（((，0(，/(）) !［((，!（’(，((，"），" +

)#
"
］) !（’(，((，)#）

$［!（’(，((，)#）］) $［!（((，0(，/(）］’ #［ $（((），$（0(），/(］) #［ $（((），$［!（’(，((，"）］，/(］,

#［ $（((），#［ $（’(），$（((），"］，" +
)#
"
］) #［ $（’(），$（((），)#］

这与（"）式矛盾。

$）若 " , )#，取 /( )
)# + "
" + "
，由条件! 2 #知

!（’(，0(，/(）) !［’(，!（’(，((，"），
)# + "
" + "
］) !（’(，((，)#）

$［!（’(，((，)#）］) $［!（’(，0(，/(）］’ #［ $（’(），$（0(），/(］) #［ $（’(），$［!（’(，((，"）］，/(］,

#［ $（’(），#［ $（’(，$（((），"］，
)# + "
" + "
］) #［ $（’(，$（((），)#］

这与（"）式矛盾。
综上，函数 $在 "上是半严格 !&#广义凸函数。 证毕

定理 +’ 设 "% !-是关于 !的广义凸集，%% !是关于 #的广义凸集，且满足条件：!!在 "上满足条
件 !"、!#，且对"’，(#"，有!（’，(，(）) (，#在%上满足条件 !"；"#（ .，/，#）关于 .，/在%上非减，且对"#
#（(，"），".，/#%，.$ /，有,*-｛.，/｝, #（ .，/，#）’,./｛.，/｝；#函数 $："&%在 "上是 !&#广义凸函数，
且满足("#（(，"），"’，(# "，且 $（’）$ $（(），有 $［!（’，(，"）］, #［ $（’），$（(），"］，则函数 $在 "上是半
严格 !&#广义凸函数。
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证明 ! 假设存在 !，"# #和 !#（"，#），使得 $（!）$ $（"），并且 $［%（!，"，!）］* &［ $（!），$（"），!］
不失一般性，假设 $（!）’ $（"），令 ( ) %（!，"，!），由条件!得

$（ (）* &［ $（!），$（"），!］* $%&｛$（!），$（"）｝) $（!）
再由条件"知，函数 $在 #上是 %+&广义凸函数得 $（ (）’ &［ $（!），$（"），!］，从而

$（!）’ $（ (）) &［ $（!），$（"），!］ （’）

令 "# ) ! , #-（# . !），"’ ) ! . #-,#

# . #
（# . !），+! ) %（!，"，"#），+" ) %（!，"，"’）

显然，当 -充分大，"# ’ #，"’ * "，且 #"# ,（# . #）"’ ) !，" ’ "’ ’ ! ’ "# ’ #，由条件#知，%满足
条件 (’，于是 %（!，(，#-）) %［!，%（!，"，!），#-］)

%［!，%（!，"，!），! , #-（# . !）. !
# . !

］) %［!，"，! , #-（# . !）］) %（!，"，"#）) +!

用数学归纳法证明"-# !，$［%（!，(，#-）］’ $（ (）。当 - ) # 时，由条件!、"及 $（!）’ $（ (）得
$［%（!，(，#）］’ &［ $（!），$（ (），#］’ $)*｛$（!），$（ (）｝) $（ (）

假设当 - ) /时，有 $［%（!，(，#/）］’ $（ (）成立。则当 - ) / , # 时，由条件#及定理 ’ 得

%（!，(，#/,#）) %［%（!，(，#/），(，#
/,#

#/ ］) %［%（!，(，#/），(，#］

于是 $［%（!，(，#/,#）］) $｛%［%（!，(，#/），(，#］｝’ &｛$［%（!，(，#/）］，$（ (），#｝’
$)*｛$［%（!，(，#/）］，$（ (）｝) $（ (）

故"-# !，$［%（!，(，#-）］’ $（ (）。即
$（+!）’ $（ (） （+）

注意到 " ’ "’ ’ "# ’ #，再由 %在 #上满足条件 (#，&在 0上满足条件 (# 及推论 # 得
%（+!，+"，#）) %［%（!，"，"#），%（!，"，"’），#］) %［!，"，#"# ,（# . #）"’］) %（!，"，!）) (

&｛&［ $（!），$（"），"#］，&［ $（!），$（"），"’］，#｝) &［ $（!），$（"），!］
考虑下面两种情况。$）如果 $（+!）) $（+"），则

$（ (）) $［%（+!，+"，#）］’ &［ $（+!），$（+"），#］’ $)*｛$（+!），$（+"）｝) $（+!）
这与（+）式矛盾。

%）如果 $（+!）$ $（+"），则由条件"得 ! ! ! $（ (）) $［%（+!，+"，#）］’ &［ $（+!），$（+"），#］
$（+!）) $［%（!，"，"#）］’ &［ $（!），$（"），"#］，$（+"）) $［%（!，"，"’）］’ &［ $（!），$（"），"’］

由条件!知，&（ 1，2，!）关于 1，2在 0上非减，于是
$（ (）’ &［ $（+!），$（+"），#］’ &｛&［ $（!），$（"），"#］，&［ $（!），$（"），"’］，#｝) &［ $（!），$（"），!］

这与（’）式矛盾。
综上所述，定理得证。 证毕

注+! 满足定理,条件的函数&包括：#&（ 1，2，!）) $)*｛1，2｝，"1，2#"；!&（ 1，2，!）) !1 ,（# . !）2，

"1，2# "；"&（ 1，2，!）) 1! 2#.!，"1，2#（"，, -）；&&（ 1，2，!）)［!13 ,（# . !）23］
#
3，"1，2#（"，, -），

3 * "。
注 .! 满足定理 ,条件的函数 %包括：#%（!，"，!）) " , !$（!，"），"!，"# "-，!#［"，#］，其中 $在

#上满足条件 /；!%（!，"，!）) !!"#.!，"!，"# "-
, ,，!#［"，#］其中 "

-
, , 是分量为正的 -维实数组全体，

对于 ! )（!#，!’，⋯，!-）# "-
, ,，" )（"#，"’，⋯，"-）# "-

, ,，记 !3 )（!3
#，!

3
’，⋯，!

3
-），!" )（!#"#，!’"’，⋯，

!-"-）；"%（!，"，!）)［!!3 ,（# . !）"3］
#
3，"!，"# "-

, ,，!#［"，#］；&%（!，"，!）) !! ,（# . !）"，"!，"
# "-，!#［"，#］。

. 半严格 %+&广义凸函数在极小化问题中的应用
考虑极小化问题（(）$%&

!##
$（!）。
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定理 !" 设 !% !" 是关于 #的广义凸集，$% !是关于 %的广义凸集，函数 &：!&$在 !上是半严格
#’%广义凸函数，且对"(，)# $，($ )，有 %（ (，)，!）’ #$%｛(，)｝，且&’#

!&(
#（*，+，!）, +，若 +*是问题（)）的局

部最优解，则 +*也是问题（)）的全局最优解。
证明 " 若 +*是问题（)）的局部最优解，则存在 +*的邻域 -, !"，满足

&（+*）’ &（*），"*# !- - （*）
假设 +*不是问题（)）的全局最优解，则存在 *! # !，使得 &（*!）. &（+*）。
因函数 &：!&$在 !上是半严格 #’%广义凸函数，且对"(，)# $，($ )，有 %（ (，)，!）’ #$%｛(，)｝，故

"!#（(，+），&［#（*!，+*，!）］. %［ &（*!），&（+*），!］’ #$%｛&（*!），&（+*）｝, &（+*）
即 "!#（(，+），&［#（*!，+*，!）］. &（+*） （,）
因&’#

!&(
#（*!，+*，!）, +*，所以存在 "，( . " . +，当时 !#（(，"）,（(，+）时，有 #（*!，+*，!）# !- -。

一方面，由（*）式知，&（+*）’ &［#（*!，+*，!）］，"! #（(，"）。另一方面，由（,）式知，&［#（*!，+*，!）］.
&（+*），"!#（(，"），矛盾。 证毕
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